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Der Vektorraum der physikalischen GroBen

Physikalische Groéflen mit positivem Vorzeichen bilden mit der Multiplikation als Vektoraddition

k
rQYy=x-y (Z.B. (1kg)@(3%):3 gsm)

und der Potenzierung als Multiplikation mit einem Skalar
1
aGzr:=2% acR (Z.B. (1)@(5)——1Hz)
s

einen R-Vektorraum.

Der Nullvektor 0 (d.h. 0& 2 = 2 V) ist 0 = 1 und somit ist Oz = z~ 1. Es gelten die Vektorraumaxiome
(Ubung: nachrechnen).

Beispiel Die Gleichung
1eVa~1,6x1071CV~ 107188 AsV

lautet in Vektorschreibweise
06eV~160(19010)6CaV~(-188010)Adsa V.
Bemerkung Mit der gewohnlichen Addition zweier Elemente und der Multiplikation mit Zahlen bilden

die physikalischen Gréflen gleicher Dimension jeweils ebenfalls einen Vektorraum. Dieser ist nicht mit
dem oben definierten zu verwechseln!

Basen und Basiswechsel

Eine Basis dieses Vektorraums ist durch die SI-Basiseinheiten und der 10 gegeben (ohne 10 liefilen sich
keine von 1 verschiedenen Vorfaktoren darstellen):

(10, m, kg, s, A, K, mol, cd)

Zur Vereinfachung beschrianken wir uns im Folgenden auf den von (10, m, kg, s) aufgespannten Unterraum.
Beziiglich dieser Basis gilt:



-10,2

3
Gm6,67x10*111:;172z(—10,2@10)@(3@m)ekge(z@s); 31
: _
—2 SI
—34
ha1,05x10724 s~ (-34010)@kg® (20m) O (20s) ®s= f
1/
8,5
c%3x108?%(8,5®10)@m982 (1)
-1

Diese drei Werte sind linear unabhéngig. Wir konnen also den Basiswechsel zur Basis (10, G, i, ¢) be-
trachten. Die Basiswechselmatrizen sind
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Daraus lidsst sich direkt ablesen:
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Weglassen von Konstanten

Wenn Physiker G = i = ¢ = 1(= 0) schreiben, meinen sie folgendes: Wechsle in die Basis aus natiirlichen
Einheiten (dabei wird der Zahlwert fiir jede SI-Einheit gem&f Gleichung (1) mit einem Faktor multipli-
ziert) und lasse dann alle Faktoren G, h,c¢ unter den Tisch fallen. Eine allgemeine physikalische Grofie
vereinfacht sich dementsprechend:

(@0l)e (OB (YOR®BOc) = adl0

Es muss jedoch stets sichergestellt sein, dass sich die Koeffizienten (3, , § aus dem Zusammenhang rekon-
struieren lassen. Dafiir geniigt es, die physikalische Dimension (beispielsweise in SI-Einheiten) zu kennen
(siehe unten).



Riickweg zu SI-Einheiten

In der Regel m6chte man in eine Formel keine Werte in natiirlichen Einheiten einsetzen, einerseits weil die
Werte meist erst umgerechnet werden miissten, aber auch weil die Interpretation des Ergebnisses nicht
leicht fiillt. Nach einer Rechnung mit G = h = ¢ = 1 miissen alle Teile einer Gleichung mit geeigneten
Faktoren 1 multipliziert werden. Dabei sind die folgenden Regeln zu beachten:

i)
if)
i)
iv)
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In einer Summe miissen beide Summanden dieselbe Einheit besitzen.

Beide Seiten einer Gleichung miissen dieselbe Einheit besitzen (iiblicherweise ist die SI-Einheit einer
Seite bekannt).

Exponenten (allgemeiner: die Argumente vieler Funktionen) miissen dimensionslos sein.
Ableitungen haben die inverse Einheit dessen, wonach abgeleitet wird.

Integrale haben die Einheit des Integranden multipliziert mit der Einheit der Integrationsvariablen.

Die Faktoren, mit denen multipliziert wird, bestimmen sich aus den Einheiten, die hinzugefiigt/entfernt
werden miissen. In Gleichung (1) ist ersichtlich, mit welchem Faktor man welche SI-Basiseinheit erzeugt.

Beispiele

1. Relativistischer Impuls Die linke Seite der Gleichung p =

mu
= hat die Einheit kng. Zunichst

V1 —v2

v

wird der Radikant auf eine gemeinsame Einheit gebracht: 1 — — sorgt fiir einen dimensionslosen
c

Nenner und liefert direkt die richtige Einheit. ¢ — v? wire auch moglich. Dann ist aber die Einheit

kgm

des Gesamtausdrucks #27 es fehlt also noch ein Faktor c¢. Insgesamt ergibt sich fiir die beiden
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(wobei die dritte Gleichheit offenbar richtig ist).

2. Relativistische Energie-Impuls-Beziehung Die Einheiten in der Gleichung E* = m? + p® werden

m

kgm? )’ 4
summandenweise untersucht. Links ergibt sich J* = ( g;n ) = kg? (—) , rechts fehlt dem m?-
s s

kgm ')’
Term dazu noch ein Faktor ¢*. Die Einheit von p? ist <g> , es fehlt also ein Faktor c?. Insgesamt
s

folgt
E2 —_ m2c4 +p202 _ (m02)2 4 (pC)Z.

3. Klein-Gordon-Gleichung Aus der Energie-Impuls-Beziehung kann man in der relativistischen Quan-

tenmechanik die Klein-Gordon-Gleichung

82
(8752 —Vv? +m2) Y(t,x) =0

ableiten. Offensichtlich miissen wir nur die Summanden in der Klammer auf eine gemeinsame Einheit
1 1 92
bringen, wir wihlen —. Die zweite Zeitableitung hat die Einheit —, so dass polpv) die gewiinschte
S c
Einheit besitzt. V? ist eine Summe von zweiten Ortsableitungen, hat also die richtige Einheit.
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Den Summanden m~“ miissen wir mit einer Konstanten mit Einheit

Gleichung (1) ist

Too? 2 multiplizieren. Nach
g‘m
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so eine Konstante. Also lautet die Klein-Gordon-Gleichung in SI-Einheiten

1 02 5 m2c?

4. Schwarzschildradius Die einfache Gleichung Rg = 2M definiert den Schwarzschildradius eines Sterns
mit Masse M, hat also die Einheit m. Wir miissen demnach die rechte Seite der Gleichung mit
etwas mit der Einheit l’(—’; multiplizieren. Nach Gleichung (1) kénnen wir den Faktor
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verwenden und erhalten damit
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5. Impulsraumdarstellung einer Wellenfunktion In der Quantenmechanik interpretiert man das Betrags-
quadrat einer (Orts-)Wellenfunktion v : R® — C als Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte, d.h.
Jyy @ |¢(x)]? gibt die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen im Volumen V anzutreffen. Oft ist es
niitzlich, die Wellenfunktion im Impulsraum zu beschreiben — das geht durch Fouriertransformation.

viw) = [ @i

Welche Faktoren G, h, ¢ fehlen, wenn |1Z(p)|2 als Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum inter-
pretiert werden soll?

kgm

>— - m, soll aber dimensionslos

Zunichst betrachten wir den Exponenten: p -  hat die Einheit

sein. Da h die Einheit Js = @ hat, miissen wir gerade dadurch teilen. Oft sieht man deshalb
auch k = p/h anstelle von p.

Die linke Seite der Gleichung hat die Einheit m~%2, die Funktion @Z liefert Werte der Einheit
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(kg ) , insgesamt ist die Einheit der rechten Seite also
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und es wird ein Faktor A~%2 benétigt. Es gilt also insgesamt:
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