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Vorwort

Diese Zusammenfassung meiner Vorlesungsmitschrift entstand in der Vorbereitung auf
eine Priifung der theoretischen Physik der ersten drei Bachelorsemester, diente aber
vorallem der intensiven Nacharbeitung der Vorlesung. In diesem Sinne sind viele Be-
weise und Rechnungen ausfithrlich aufgeschrieben. An anderen Stellen steht lediglich,
dass ich mich von der Richtigkeit tiberzeugt habe oder auch dass ich einen Gedanken
nicht nachvollziehen konnte.

Die Kapitelaufteilung (Nummerierung und Benennung) habe ich 1:1 von der Vor-
lesung {ibernommen. Dariiber hinaus habe ich es mir erlaubt, Zwischeniiberschriften
einzufiigen, um etwas mehr Struktur zu schaffen. Leider ist es nicht zur Vollendung die-
ses Skripts gekommen, so fehlt beispielsweise das letzte Kapitel sowie einige Beispiele,
die ich urspringlich noch einbauen wollte.

Mit Sicherheit sind trotz sorgfaltigen Arbeitens inhaltliche Fehler zu finden, dariiber
hinaus hat sich mein Umgang mit ITEX wéihrend und nach der Erstellung dieses
Dokuments deutlich verdndert, so dass ich heute einige Dinge vermutlich anders setzen
wiirde als sie hier zu sehen sind.!

Ich freue mich iiber Kritik und Meldungen von Fehlern oder Inkonsistenzen. Dass
Riickmeldungen (schnell) eingearbeitet werden, kann ich allerdings nicht versprechen.
Ich sammle sie jedoch gerne fiir den Fall, dass ich dieses Dokument einmal grunder-
neuere.

Hannover, Januar 2014 Florian Oppermann

Hch habe beispielsweise im Nachhinein die Nummerierungsmethode der Gleichungen veriandert. Falls
Verweise auf Gleichungen nicht stimmen, liegt das vermutlich daran.



Inhaltsverzeichnis

1 Lagrange-Mechanik
1.1 Newtonsche Mechanik, d’Alembertsches Prinzip . . . . . . ... ... ..
1.1.1  Ansatz von Isaac Newton . . . . ... ... ... ... ......
1.1.2  Ansatz von Josef Louis Lagrange . . . . . ... ... ... ... ..
1.2 Allgemeiner Formalismus . . . . .. .. ... ... ... .. .......
1.2.1 Klassifizierung von Zwangsbedingungen . . . ... ... ... ..
1.2.2  Formalismus fiir holonome Zwangsbedingungen . . . . . . . . ..
1.2.3 Beispiel Fadenpendel . . . . . .. ... ... oL
1.3 Hamiltonfunktion und kanonische Impulse . . . . . . . .. ... ... ..
1.3.1 kanonische Impulse . . . . . . .. ... .. ... L.
1.3.2 Hamiltonfunktion . . . . . . .. ... ... oo
1.4 Geschwindigkeitsabhéngige , Potentiale* . . . . . .. ... ... ... ..
1.4.1 Beispiel: Lorentzkraft . . . . .. ... ... ... ... ......

2 Variationsprinzip
2.1 Variationsrechnung . . . . . . . . .. .. .o o
2.2 Hamiltonsches Prinzip . . . . . . . . . . .. ...
2.2.1 Invarianz der Euler-Lagrange-Gleichungen . . . . . . . . ... ..
2.3 Variation mit Nebenbedingungen . . . . . .. ... ... ... ... ...
2.3.1 Beispiel Pendel mit Fadenspannung . . . . . ... ... ... ..
2.3.2 Beispiel Miinze auf Keil (nichtholonome Zwangsbedingungen) . .
2.3.3 nichtintegrable nichtholonome Zwangsbedingungen . . . . . . . .
2.4 Variation mit mehreren unabhéngigen Variablen . . .. .. ... .. ..

3 Zwei-Korper-Problem
3.1 eindimensionale Probleme . . . . . . ... ... .o oL
3.1.1 allgemeines Verhalten in gegebenem Potential . . . . . . .. . ..
3.1.2 Phasenraum-Portrait . . . . . . . .. ... 0oL
3.1.3 periodische Bewegung . . . . . . .. ... ... L.
3.2 Zentralkrifte und Erhaltungsgroflen . . . . . .. ..o oo
3.3 Noether-Theorem . . . . . . . . . .. .. ..
3.3.1 Beispiele. . . . . . ...
3.4 Kepler-Problem . . . . . . ...

4 Der starre Korper
4.1 Bezugssysteme . . . . . . ..o
4.1.1 Die Euler-Winkel . . . . . ... ... oo o



Inhaltsverzeichnis

4.2 Tragheitstensor und Drehimpuls . . . . ... .. ... .00
4.2.1 Haupttragheitsmomente . . . . . . . . ... .. ... ... ....
4.2.2 Drehimpuls des starren Korpers . . . . . . . . ... ... ... ..
423 Beispiele. . . . . ..o

4.3 Der kréftefreie starre Kérper . . . . . . . ... oo
4.3.1 analytische Beschreibung . . . . .. ... ... ... ... ..
4.3.2 Bewegung im raumfesten System . . . . . ... ... .0

4.4 Der schwere symmetrische Kreisel . . . . . . ... ... ... ... ....

4.5 Bewegung in beschleunigten Bezugssystemen . . . . .. ... ... ...

Hamiltonsche Dynamik
5.1 Legendre-Transformation, Hamiltonsche Gleichungen . . . . . . . . . ..
5.1.1 Beispiele. . . . . . ...
5.2 Kanonische Transformationen . . . . . .. ... .. .. ... .......
5.2.1 Punkttransformationen im Phasenraum . . . . ... .. ... ..
5.2.2 erzeugende Funktion . . . . . .. .. ... o 0oL
5.2.3 Beispiel: infinitesimale Transformation durch Hamiltonfunktion .
5.2.4 Beispiel: harmonischer Oszillator . . . . . . . .. ... ... ...
5.2.5 Beispiel: Skalentransformation . . . .. ... .. ... ......
5.3 Symplektische Struktur . . . ... ..o oo
5.4 Poisson-Klammern und kanonische Invarianten . . . . . .. ... .. ..
5.4.1 Eigenschaften der Poisson-Klammern . . . . . . . .. .. ... ..
5.4.2 Invarianz des Phasenvolumens . . . .. ... ... ... .. ...
5.4.3 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen . . . . . . . .. ... .. ..
5.5 Erhaltungssétze, Liouville-Theorem . . . . . . . . . . .. ... ... ...
5.5.1 Poisson-Theorem . . . . . . ... .. ... ... ...
5.5.2 statistische Beschreibung makroskopischer Systeme . . . . . . . .
5.6 Hamilton-Jacobi-Theorie . . . . . . .. . .. .. ... L.
5.6.1 Separationsansatz fiir zeitunabhédngigen Hamiltonian . . . . . . .
5.6.2 Beispiele. . . . . ..

Gekoppelte Schwingungen, nichtlineare Dynamik

6.1 kleine Schwingungen . . . . . . . . . ... Lo
6.1.1 Beispiel lineare Kette . . . . . .. ... .. ... ... ......

6.2 Parametrische Resonanz . . . . . . .. ... ... 0oL
6.2.1 Beispiel: Federpendel mit oszillierendem Aufhingepunkt . . . . .
6.2.2 Beispiel: Fadenpendel mit oszillierendem Aufhdngepunkt . . . . .

6.3 Anharmonische Oszillatoren . . . . . . . . ... ... ... ... .. ...
6.3.1 harmonische Lésung . . . . . .. ... ... L oL
6.3.2 Storungstheorie . . . . . . ... oL oL
6.3.3 sub-harmonische Schwingungen . . . . . . .. ... .. ... ...

6.4 Jenseits Storungsrechnung, Poincaré-Birkhoff-Theorem . . . . . . . . . .

Spezielle Relativitat
7.1 Raum-Zeit-Diagramme . . . . . . . . . ... Lo



Inhaltsverzeichnis

7.2 Lorentz-Transformation . . . . .. ... ... ... ... ... ... 79
7.2.1 Relativistische Effekte . . . . . .. ... ... 0oL 80
7.2.2 Poincaré-Transformation . . . . . . .. .. ... ... ... ... 82

7.3 Vierer-Notation . . . . . . . . . . . . . ... e 82
7.3.1 Der metrische Tensor . . . ... ... ... ... ......... 82
7.3.2  ko- und kontravariante Vierervektoren . . . . . . . ... ... .. 83

7.4 Kréfte, kovariante Formulierung der Maxwell-Gleichungen . . . . . . . . 85

7.5 Streuung relativistisch . . . . . . ... . oL oL o 87

7.6 Lagrange-Formalismus . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..., 87
7.6.1 Freies Teilchen . . . .. .. ... .. ... .. .. ......... 87
7.6.2 Teilchen in konservativem Kraftfeld . . .. ... ... ... ... 88
7.6.3 Beispiel: relativistischer harmonischer Oszillator . . . . . . . .. 89

Relativistische Elektrodynamik 91

8.1 Transformation elektromagnetischer Felder . . . . . .. ... ... ... 91
8.1.1 Feld einer bewegten Punktladung . . . . . . . .. ... ... ... 92

8.2 Lagrange-Dichte fiir das elektromagnetische Feld . . . . . ... ... .. 94
8.2.1 Lagrange-Funktion fiir Punktmechanik und elektromagnetische

Felder . . . . . . . . . 96

8.3 Emergieund Impuls. . . . .. ... .. oo 96
8.3.1 Freies elektromagnetisches Feld . . . . . . ... ... ... ... .. 97
8.3.2 Erhaltungssitze bei dufleren Quellen . . . . . . . .. .. ... .. 99

8.4 Losung der kovarianten Wellengleichung . . . . . . . .. .. .. ... .. 99

Strahlung 104

9.1 Liénard-Wiechert-Potentiale . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 104

9.2 Strahlungsfelder beschleunigter Ladungen . . . . . ... ... ... ... 104



1 Lagrange-Mechanik

1.1 Newtonsche Mechanik, d’Alembertsches Prinzip
1.1.1 Ansatz von Isaac Newton (1643-1727)

Beschreibung der Bewegung von Massepunkten im (3-dim) euklidischen Raum. New-

tonsche Bewegungsgleichung L
mi = F(7,7t)

fiihrt auf Bahnkurven #(t) im R3.
Dabei miissen alle Krifte explizit angegeben werden (insbesondere Zwangskrifte,
die nur die Bewegung einschrinken). In Intertialsystemen gilt:

p=F(77t)

Vorgehensweise zur Losung eines mechanischen Problems

1. Bestimmung aller Kréfte (oft unter Zuhilfenahme komplizierter Winkelbeziehun-
gen, actio = reactio, wo ist die Kraft? Schreiben wir sie hin!)

2. fiur jedes Teilchen die Newtonsche Bewegungsgleichung 1.1.1 aufstellen (ergibt
bei N Teilchen 3N Gleichungen)

3. Bewegungsgleichungen 16sen, um die Bahnkurven der Teilchen zu erhalten. Durch
Riickeinsetzen der Losungen lassen sich jetzt einfach die Zwangskréfte ausrechnen
(falls gewiinscht).

1.1.2 Ansatz von Josef Louis Lagrange (1736-1813)

Beschreibung der Bewegung im , Konfigurationsraum® (differenzierbare Mannigfaltig-
keit, ,natirliche® Variablen fiir das Problem, beriicksichtigt Zwangsbedingungen).
Krifte miissen nicht explizit angegeben werden. Effizient: Zahl der Gleichungen ist
gleich Zahl der physikalisch wesentlichen Variablen. Fiir den Ort eines Teilchens gilt:

F(t) =(qu(t),... >QN(t)ﬂt)'
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Virtuelle Verschiebungen J¢; sind infinitesimale Anderungen der Variablen ¢;, die
mit den Zwangsbedingungen vereinbar sind und bei denen die Zeit festgehalten wird.
Dabei werden die zeitlichen Ableitungen ¢; als ortsunabhéngig betrachtet und nicht va-
rifert (stémmt das?). Daher dndert sich bei einer virtuellen Verschiebung die kinetische
Energie des Systems nicht. Jetzt ldsst sich durch

SW = F - 67

die wvirtuelle Arbeit definieren, wobei 67 = 7(q + dq) — 7(q) = Zf\;l g—; - dq; die ge-

samte virtuelle Verschiebung ist (analog gilt 07 = #(q + 8¢) — 7(q) = vazl (%l: - 8¢;).
Da 67 senkrecht auf den Zwangskréften steht (weil die virtuellen Verschiebungen die
Zwangsbedingungen beriicksichtigen), miissen in F nur tatséchlich wirksame Krifte
berticksichtigt werden.

Weiterhin léasst sich die Gleichung mit 1.1.1 umschreiben zu

SW —p- 67 =0
Auflerdem gilt (Produktregel)
ood, A d o
pror= g (por) —p- == = (0 07) —§- 07

Bezeichnet T die kinetische Energie (nichtrelativistisch: T = %(F)Q), so gilt fiir den
Impuls

~_ 0T
b=
. .y dT a¥. aT N oor
o7 = g =g = =g
B T T R~ R
oT o /m. o . OF
a—q(?q 8—(1(51" r>5q—m;r 8—q6q

Insgesamt ldsst sich aus den vorigen Gleichungen eine (Bewegungs-)Gleichung ableiten,
die den Euler-Lagrange-Gleichungen (die spiter kommen) bereits sehr dhnlich sieht:

d [or oT
w5 (&) 15

Hat man mehr als eine dynamische Variable, so steht statt ¢ immer eine Summe tiber
diese Variablen in der Gleichung, wobei die Koeffizienten der d¢; einzeln verschwinden
miissen (Verschiebungen sind unabhéngig voneinander). Dadurch erhélt man Bewe-
gungsgleichungen in den Variablen g;.



1 Lagrange-Mechanik

1.2 Allgemeiner Formalismus

Bisher musste stets nicht nur die kinetische Energie, sondern zusétzlich auch die vir-
tuelle Arbeit bestimmt werden, um mit dem d’Alembertschen Prinzip Bewegungsglei-
chungen zu erhalten. Im Folgenden wird zunéchst die virtuelle Arbeit durch generali-
sierte Krifte ausgedriickt, um sie danach fiir konservative Systeme komplett durch die
Langrange-Funktion ersetzen zu kénnen. Dafiir zunéchst ein paar Vorbemerkungen.

1.2.1 Kilassifizierung von Zwangsbedingungen

Zwangsbedingungen schrinken die Bewegung der Teilchen ein. Ohne Zwangsbedingun-
gen hat ein System mit M Massepunkten N = 3M Freiheitsgrade (= unabhingigen
Koordinaten).

holonome Zwangsbedingungen sind darstellbar durch Gleichungen fiir Koordinaten

und Zeit t
fi(Fry oo P, t) =0, 1=1,...,k

Beispiele: Bewegung lings einer Kurve/Fliche (x-y-Ebene: z = 0), starrer Korper
(7 = 75)* = 2, =0).

nicht-holonome Zwangsbedingungen koénnen beispielsweise durch Ungleichungen (7:'72 <
R?) oder Einschrinkungen an die Geschwindigkeiten (Rollbedingung v = R - ¢)
gegeben sein.

skleronome Zwangsbedingungen sind zeitunabhéngig.

rheonome Zwangsbedingungen sind explizit zeitabhéngig (vgl. Beispiel ,Perle auf
rotierendem Draht“: ein Freiheitsgrad, Einschrénkung durch zeitabhingige Po-
sition des Drahtes).

1.2.2 Formalismus fiir holonome Zwangsbedingungen

In diesem Abschnitt wird fiir den hdufigen Fall, dass holonome Zwangsbedingungen
vorliegen, der Lagrange-Formalismus entwickelt. Fiir ein System mit M Teilchen und
k unabhdngigen Zwangsbedingungen (wichtig fiir starren Korper!) lassen sich durch
(fi = 0) k der 3 M Freiheitsgrade eliminieren. Daher kann das System vollstandig
durch N = 3M — k unabhéngige generalisierte Koordinaten qi,...,qn beschrieben
werden.

ﬁ:ﬁ(qlvanvt)

N
L or, . 0T
U=ri=) aqzqw 5
k=1 "1k

Da qx, ¢x und t unabhéngig sind, gilt fiir holonome Zwangsbedingungen
or; o
dq,  Oq
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Das haben wir fiir Kugelkoordinaten konkret nachgerechnet. Gibt es einen allgemeinen
Beweis?

In den generalisierten Koordinaten kann man ebenfalls virtuelle Verschiebungen
durchfithren und die dabei anfallende virtuelle Arbeit betrachten.

. or;
or; = Z 94 oqk

. k

W = F .67 = F, or; 1)

—Zi'ri_z Zlaiqk qk
i k i
=:Fr
M
T

F = ;FZ : 67; = o »generalisierte Krifte® (1.2)

Dabei ist mlt . W offenbar eine Ableitung von 6W nach d¢q;, gemeint?! Weil Fy, - 6q;, die
Dimension elner Arbeit hat, hat Fj, nicht notwendigerweise die Dimension einer Kraft
(generalisierte Koordinaten kénnen bspw. Winkel sein).

Die kinetische Energie ist fiir nichtrelativistische und holonome Mehrteilchensysteme
additiv:

1 . . .
- §Zmz(7”z)2 :T(q17"'7qNaQ17"'7qN7t)

Driickt man 1.1.2 durch Fj, und Ableitungen von T aus (und lasst die Koeffizienten
von dgy, direkt einzeln verschwinden), erhilt man

d /0T oT
(=) -==F, k=1,..,N 1.3
(aqk> oq;, ’ 3

(,generalisierte Bewegungsgleichungen®).
Das ist noch allgemeingiiltig fiir jedes (Intertial-)System mit holonomen Zwangsbe-
dingungen.

Konservative auBBere Krafte sind aus Potentialfunktionen herleitbar.

Fo=-VV(#,....,iv), i=1,...,M
M M
87"1 or; 151%
= Fi = E; - = =—— 1.4
’ ; ; 8% g, (14)
8(T V)

é§d(aT> =0
dt \ 04, Jq,,

Da V unabhéngig von ¢y, ist, folgt mit der Lagrange-Funktion

L:=T-V (1.5)
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die Euler-Lagrange-Gleichung:

d /0L oL
i (53) 5 =" o

1.2.3 Beispiel Fadenpendel

Aufbau Eine Punktmasse m ist iiber einen (masselosen) Faden der Lénge [ aufge-
hingt. Die Auslenkung zur Zeit ¢ nennen wir (t) (1 Freiheitsgrad). Dann ist der Ort
der Punktmasse

sin ¢ ) cos ¢ _
F=1 0 , T=1g 0 . (M) =12p?
—Cos sin

und man erhilt die Energien
m,- m
7= M2 M2 02
5 (1" =51
V =mgz = —mglcosyp

und daraus die Lagrange-Funktion
m .2 Loy
L=T-V= El ®* 4+ mgl cosp = ml (2<p —|—gcos<p> .

Eingesetzt in die Euler-Lagrange-Gleichung (1.6) erhélt man

d /oL oL d 2. .
M % —%:&(ml 99)+mlgsm<p
= ml?p + mlgsin ¢ 20

:><,b+%sin<p:0

In der Kleinwinkelniherung sin ¢ &~ ¢ (die beim Fadenpendel genau genommen meis-
tens nicht gilt) erhdlt man also wie erwartet den harmonischen Oszillator.

1.3 Hamiltonfunktion und kanonische Impulse

Die in diesem Abschnitt eingefiihrte Hamiltonfunktion ist (wie wir spater sehen) die
Legendre-Transformierte der Lagrange-Funktion. Was man mit der Hamiltonfunktion
machen kann (Hamiltonsche Bewegungsgleichungen) findet sich im allgemeineren Teil
in Kapitel 5.1.
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1.3.1 kanonische Impulse

Es sei wieder £ = L(q1,..-,9N,G1,---,4N,t) die Lagrange-Funktion eines Systems.

Dann heift
oL

Pk ‘= 5
a4,

der zu g kanonisch konjugierte Impuls. Ist weiterhin £ unabhéngig von einer Koordi-
nate g, so heifit qr zyklisch und aus der Euler-Lagrange-Gleichung folgt sofort

9L oo (9L _ o )
dq, At \ogq,) T

= pg = const

Man kann also an der Lagrange-Funktion unter Umsténden direkt die Existenz von
Erhaltungsgréfien ablesen.

1.3.2 Hamiltonfunktion

Ohne an dieser Stelle bereits zu wissen, wieso die folgenden Konstruktion sinnvoll ist,
kann man zunéchst die Hamiltonfunktion

N
H:=) peip—L
k=1

definieren. Unter Verwendung von

dLlg,4t) _ 0L 0L . 0L,
a ot g, * g,
k , k

Pk

gilt dann fiir die zeitliche Entwicklung der Hamiltonfunktion

N
d7 - _ dp. . A
Fre ;(dt Qk+kak) 1
7zi%~+-- 7%72 i N~ 9L,
= _ dt aq.k gk T Pk4k ot ) Prqk k aquk
-y (4 OLN _OLN,. _0L_ 9L
~ 2 \at\og,) " aq) "o T o

=0 (Euler-Lagrange)

Also ist die Hamiltonfunktion genau dann eine zeitliche Konstante, wenn der Lagran-
gian nicht explizit zeitabhangig ist. Ist T eine quadratische Funktion in den generali-
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sierten Geschwindigkeiten, dann gilt sogar

. oL, B
H—qua—qk—ﬁ—2T (T-V)=T+V
B <~

_9oT _ _d 22\ __ .
fﬁkfﬁ(aqu)anqu

und die Hamiltonfunktion entspricht gerade der Gesamtenergie des Systems.

1.4 Geschwindigkeitsabhangige ,,Potentiale*

Die Lagrangefunktion wie in (1.5) war nur mit einem gegebenen (Skalar-)Potential fiir
ein konservatives Kraftfeld sinnvoll. Tatséchlich kann man diese Konstruktion aber auf
geschwindigkeitsabhéngige Potentiale verallgemeinern, was insbesondere die Elektro-
dynamik (Lorentzkraft) beschreibbar macht.

Genauer: Fiir die generalisierten Kréfte muss die Beziehung

L _ U d(oU
"7 g, dt \9q,
mit einem geeigneten Feld U(gg, gx) gelten. Setzt man das in die generalisierte Bewe-
gungsgleichungen (1.3) ein (die waren sehr allgemein giiltig), erhalt man mit £ =T-U

a(ory_or U 4 (ov
dt \ 04, 0q,, B Jq,  dt \ 0q,

d (8(T—U)> (T -0) _0
dt a4, Jq,,

4 (oY 08y

dt \ 04, dq,,

also wieder die Euler-Lagrange-Gleichung.

1.4.1 Beispiel: Lorentzkraft

Wir betrachten eine Ladung ¢ mit Masse m in einem elektromagnetischen Feld E(F, t),
B(7,t). Die Lorentzkraft lautet dann

F= q (E + 7 X E)
und die elektromagnetischen Felder lassen sich mit

. A o
E:*W’*aait’ B=VxA

aus Potentialen ¢(7,t), E(F, t) ableiten. Durch geschicktes Raten erhélt man den An-

—.

satz U = q¢ — q(v' - A), womit sich die Lagrangefunktion

m_ "
E:;vQ—qqﬁ—l—q(wA)

10
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und folgende Euler-Lagrange-Gleichung ergibt.

it (o7) = (m+04)

=mi + q—A(F,t)

dt
. L OF  0A
=mu+q <(VA)8t + 8t>

= VU = —qV¢ +qV(7- A)

—q(B+7x B) v

Die Wahl der ,,Potentialfunktion® war also sinnvoll und man kann mit der oben ange-
gebenen Lagrangefunktion jetzt die Bewegungsgleichungen aufstellen und versuchen,
sie zu losen.

11



2 Variationsprinzip

Im ersten Kapitel wurde aus dem Newtonschen Ansatz eine neue Theorie zur Beschrei-
bung mechanischer Systeme gewonnen. Dabei wurde der Einfluss duflerer Krafte auf
das ,,Wackeln“ an den generalisierten Koordinaten bestimmt und durch unabhéngiges
Variieren dieser Koordinaten Bewegungsgleichungen aufgestellt. Das Variationsprin-
zip, das in diesem Kapitel behandelt wird, geht einen anderen Weg. Kennt man im
Konfigurationsraum Anfangs- und Endpunkt einer Trajektorie, so betrachtet man zu-
néchst alle moglichen Wege zwischen diesen Punkten und rechnet jeweils die Wirkung
des Weges aus. Dann hofft man, dass der Weg mit extremaler Wirkung tatséchlich den
physikalischen Pfad beschreibt.

Historisch hat die Variationsrechnung ihren Ursprung in der Losung des ,,Brachistochronen-
Problem*: Finde die Kurve, die zwei Punkte verbindet, entlang derer sich ein Teilchen
unter dem Einfluss der Schwerkraft in kiirzester Zeit bewegt. Johann Bernoulli fand
1696 die Losung und lautete damit den Beginn der Variationsrechnung ein.

2.1 Variationsrechnung

Mathematisch betrachtet man zunéchst Funktionen y : R — R™ (mindestens einmal
stetig diff’bar, blabla ...), wobei man den R™ mit dem Konfigurationsraum iden-
tifiziert. Dann nennt man xz € R wunabhdngige Variable (z.B. die Zeit) und y eine
Trajektorie.

Ferner sei eine Funktion

F:R"xR" xR =R, F:F(y(x),jy(:b)7x)
x

sowie xg, 1 € R gegeben. Dann definiert man durch

Z1

I:C'R—R") =R, y+ Iy :/ dz F (y(x),ji{(x),x) (2.1)

0

ein Funktional. Gesucht ist jetzt diejenige Funktion y, fiir die I[y] stationér ist (also
extremal oder mit einem Sattelpunkt). Bei dieser Funktion verschwindet dann die
Variation des Funktionals

T = Iy + 6y] — I[y] = 0, (2.2)
wobei 0y eine kleine Abweichung von der Trajektorie ist.

dy dy dy dy d
y =Y+ oy, dx_>dx 5dx_dx az "

12



2 Variationsprinzip

Die Endpunkte y(z), y(x1) sollen fest sein, also dy(xo) = dy(x1) = 0. Da die Variation
infinitesimal sein soll, entwickelt man F' in erster Ordnung im ersten und zweiten
Argument.

dy  .dy B dy oF OF _dy
F<y+5y7 dx+5dx,x> —F<y(fv)7dx(w),w> + By 5y+a(3y> T

Damit erhdlt man fiir die Variation des Funktionals (2.2)

1= [ (L s 2840
o N a(R)

_d
_H&y

und fiir den zweiten Summanden gilt

Z1

Loldxaég).iéyi%f-é)?;).éy —/zoldx ifa?;g) 5y

—_—
=0, da dy(zo)=0dy(z1)=0

Zo

Also findet man, dass fiir beliebige (kleine) Variationen der Trajektorie gilt

o oF d OF !
ol = de | — = ——— |dy=0 2.3
[la (G dxa(m)y (23)

Man kann sich jetzt leicht iiberlegen, dass dann bereits die Klammer verschwinden
muss, da Jy beliebig war (Annahme: Die Klammer verschwindet nicht, d.h. es gibt ein
Intervall in (29, x1) in dem die Klammer beispielsweise grofier null ist. Dann kénnte
man aber dy so wihlen, dass es nur auf diesem Intervall ungleich null ist und das
Integral damit nicht verschwindet).

Achtung y bzw. §y kénnen hier durchaus mehrdimensional sein! Dann sind die Ablei-
tungen wieder mehrdimensional und die Multiplikation mit dy ist ein Skalarprodukt.
Hier benétigt man aber, dass oy wirklich in jede Richtung beliebig (und unabhéngig)
gewihlt werden kann (das funktioniert bei nichtholonomen Zwangsbedingungen im
Allgemeinen nicht mehr).

Man kann also festhalten: Jede Trajektorie mit stationdrer Wirkung erfiillt die Glei-
chung

OF d OF
@:@a(%) (2.4)

13



2 Variationsprinzip

2.2 Hamiltonsches Prinzip

Wie im vorigen Abschnitt angedeutet, konnen wir zwar jetzt ausrechnen, welche Tra-
jektorie die Wirkung minimiert. Was aber die Wirkung ist bzw. welchen Sinn es hat,
sie zu minimieren, ist noch nicht klar. Fiir den Fall konservativer, holonomer Systeme
kann man aber die Aquivalenz der Variationsrechnung und Newtons Bewegungsglei-
chung zeigen.

Hamiltonsches Prinzip der stationdren Wirkung Die Wirkung S|g| ist das Zeitin-
tegral iiber den Lagrangian entlang eines Pfades (¢q(t),q(t)), den ein physikalisches
System durchlduft. Fiir den physikalischen Pfad ¢ ist die Wirkung stationar (grundle-
gendes Postulat der Mechanik konservativer Systeme).

Also identifizieren wir in (2.1) und (2.4) F mit der Lagrange-Funktion, z mit der
Zeit und y mit der Trajektorie im Konfigurationsraum. Fiir den physikalischen Pfad
gilt dann

oL _doL bzw

dq  dt 9q '

[T T
Jq,  dt0q,

Man erhélt also wieder die Euler-Lagrange-Gleichungen, was beweist, dass Hamiltons
Prinzip der stationidren Wirkung dquivalent zu Newtons drei Postulaten ist (zumindest
in den Féllen, in denen beides gilt: konservative Systeme mit holonomen Zwangsbe-
dingungen).

oL oL d oL

dqr. ~ Ogq,  dtdg,

heifit Variationsableitung.

2.2.1 Invarianz der Euler-Lagrange-Gleichungen

Dadurch, dass wir das Hamiltonsche Prinzip nur unter zuhilfenahme der Lagrange-
Mechanik verifizieren konnten, haben wir eigentlich nichts gewonnen. Nach wie vor
benotigt man explizit den Lagrangian, um Bewegungsgleichungen ausrechnen zu kon-
nen und allgemeinere Systeme kénnen wir mit Hamilton auch nicht beschreiben. Einen
Vorteil haben wir jetzt jedoch: Bei der Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen aus
dem Variationsprinzip haben wir nirgendwo explizit die Koordinaten benutzt (bzw. wir
haben festgestellt, dass das fiir jede Wahl der Koordinaten gilt).

Genauer: Seien {¢;}, {Qk} Koordinatensysteme (zu jedem Zeitpunkt ¢ gibt es eine
invertierbare Punkt-Transformation ({qx},t) — ({Qk},t)). Dann gilt

5L 5L
Z=0e —=0
oqy, 0Qy

14



2 Variationsprinzip

falls Z(Q, Q,t) die Lagrangefunktion ist, die nach Einsetzen der Punkt-Transformation
in £(q,q,t) folgt.

Weiterhin gibt es im wesentlichen drei Transformationen des Lagrangian, die auf
invariante Bewegungsgleichungen fiihren.

L — L + const, L - const
t — t - const

d
—F
L— L+ T (q,t)

Die erste Transformation ist klar (additive Konstanten fallen beim Ableiten weg, mul-
tiplikative kann man aus der Ableitung herausziehen). Der Beweis zur zweiten fehlt
noch! Die dritte Transformation lasst die Bewegungsgleichungen wegen folgender Be-
ziehung invariant.

§(4) d o dF 0 dF

Sqp  dtdg, dt  dq, dt

d[ o (oF OF 92 F 82 F
_d|o (oF  OF, - .
at [ﬁqk <8t Xl: 94, m) dqrot ZZ: 9gn0q "
_doF  PF PF
~ dtdq, OgqpOt l 0qi0q o
=0

2.3 Variation mit Nebenbedingungen

Die Lagrange-Mechanik — so wie wir sie eingefiihrt haben — hatte einen groflen Vorteil
gegeniiber der Newtonschen Mechanik bei der Bestimmung der physikalischen Ent-
wicklung eines Systems, weil man nur so viele Gleichungen betrachtet, wie nétig sind.
Wihrend man jedoch nach Lésen der Bewegungsgleichungen im Newton-Ansatz direkt
Zwangskrafte u.4. ausrechnen kann, gehoren diese in der Lagrange-Mechanik zu den
wegrationalisierten Groflien. Wir miissen also zusétzlichen Aufwand treiben, um solche
Groflen zu bestimmen.

Die Idee ist, nicht alle der holonomen Zwangsbedingungen zur Reduktion der Zahl
der dynamischen Variablen zu verwenden. Man hat jetzt also bei N Freiheitsgraden
N + b dynamische Variablen g; und b iibrige Zwangsbedingungen

Gz(Qlaan-‘rlﬂt):O? Z:177b (25)

Die Variation der Wirkung ¢S aus (2.3) mit expliziter Summation hat folgende Form

N+b 5L '
5S:/dt — 0 =0, 2.6
<kz—1 Sar Qk> ( )

15



2 Variationsprinzip

wobei wir jetzt nicht mehr fordern kénnen, dass die dg;, unabhéngig voneinander sind,
da noch Zwangsbedingungen zu beriicksichtigen sind. Deshalb folgt nicht, dass die
Koeflizienten von d¢; einzeln verschwinden.

Wir kénnen aber ohne weiteres den Lagrangian mit sogenannten Lagrange-Multiplikatoren
A; ergénzen.

L= L+Y NG

Diese \; sind erstmal beliebige Funktionen der Zeit. Fiir die Variation von G; gilt
0G;  0G;
Oqr aqk ’

weil G; unabhéngig von ¢, ist. Damit kénnen wir wieder wie in (2.6) die Variation der

Wirkung hinschreiben:
3G
i=1

5S:/dt {%(55

k=1
Jetzt kommt der Trick: Man wihlt \; gerade so, dass die Koeflizienten von §qn 11, - .., dqn+b
verschwinden. ,
:0 k=N+1,....N+b 2.7
6qk Zl ’ Tl 27
Dann ist

N+b
Z (5%

k=1

8G oL 0G;
(S = — 4+ i tl6
)3 (G o

und hier kann jedes dq; wieder unabhéngig variiert werden. Es gilt also auch

i=1 i=1

b

5% Z

=1

k=1,...,N. (2.8)

Aus (2.7), (2.8) sowie (2.5) erhédlt man also insgesamt N + 2b Gleichungen, was wun-
derbar zu den N + 2b Unbekannten qi,...qN,qN+1,- -+, qN+bs A1, - - - Ap Passt.

Der aufmerksame Leser hat gemerkt, dass man Probleme bekommt, falls fir ein k
in (2.7) keines der G; von g¢; abhéngt. Dann liefle sich die Gleichung nicht nach A;
auflésen. In diesem Fall hat man offenbar seine generalisierten Koordinaten ungeschickt
sortiert. Das ist aber kein Problem, wenn wir direkt das gesamte Gleichungssystem
betrachten. Spétestens in (2.8) tauchen genug Gleichungen auf, um \; zu bestimmen
(falls nicht, waren die tibrigens Zwangsbedingungen G; nicht unabhingig).

In Analogie zu (1.2) definiert man durch

0G; XL . oF;
:ZNJ 2l

Ny = )
F 0q,, 0q,,

i=1 j=1

generalisierte Zwangskrafte. Dabei ist Nj die Zwangskraft auf die Punktmasse m;.
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2 Variationsprinzip

2.3.1 Beispiel Pendel mit Fadenspannung

Wir wollen das Beispiel aus Abschnitt 1.2.3 noch einmal betrachten, interessieren uns
diesmal aber nicht nur fiir die Bewegung des Pendels, sondern zusétzlich auch fiir die
Spannung, die der Faden (und damit auch die Aufhdngung) aushalten muss. Wir fithren
also eine neue dynamische Variable r ein, die den Abstand der Masse zur Authdngung
beschreibt. Damit erhalten wir als zusétzliche Zwangsbedingung die Gleichung

G(r,o)=r—-1=0.
Analog zu 1.2.3 gilt jetzt (mit Produktregel)

sin ¢ ) cos ¢ sin ¢ _
r=r 0 , FEre|l 0 |+ 0 () =1 0
—Cosy sin —Ccos

und m
L=T-V = 5 (r2¢2 +7'“2) + mgr cos .

Mit dem Lagrange-Multiplikator A erhélt man folgendes Gleichungssystem:

oL + A= :mr<p2+mgcos¢—m7'"'+/\é0
or or
oL oG , d 2. !
o +)\% = —mgrsinp — &(mr $)=0

G(r,@):r—léo

Jetzt darf man die letzte Gleichung wieder benutzen, um das r (und sdmtliche zeitlichen
Ableitungen) zu eliminieren und man erhélt

A= mit —mrp? —mgcosp = —m(lp? + gcosp)
=0
®+ % sing =0
Man erhélt fir A gerade die Fadenspannung (Gewichtskraft in radialer Richtung +
Fliehkraft) und als zweite Gleichung wieder die Bewegungsgleichung wie in 1.2.3.

2.3.2 Beispiel Miinze auf Keil (nichtholonome Zwangsbedingungen)

Aufbau Eine Miinze mit Radius R steht aufrecht auf einem (ruhenden) Keil mit
Neigungswinkel a. Der Auflagepunkt wird durch z- und y-Koordinaten auf der Schréige
beschrieben. Der Winkel 6 beschreibt die Rollrichtung (also die Drehung der Miinze
um die Normale der Schrige — die Hochachse), wihrend ¢ fiir die Drehung der Miinze
um ihre , Rollachse“ steht.

Es liegt also ein System mit zwei Freiheitsgraden vor, das wir mit vier Variablen
vollstdndig beschreiben konnen. Die Lagrangefunktion lautet

R? (3 1.
L=T-v=" (2¢>2—|—492>—mgysina

17



2 Variationsprinzip

Abbildung 2.1: Skizze des Aufbaus

wobei sich in der kinetischen Energie Anteile aus der Translation des Schwerpunktes,
der Rotation um die , Rollachse“ und der Rotation um die Hochachse aufsummieren.
An dieser Stelle fillt auf, dass nur drei Variablen tiberhaupt relevant sind. Wir haben
also effektiv nur 8 dynamische Variablen vy, 0, ¢ bei 2 Freiheitsgraden.

Weiterhin soll die Miinze rollen, es gibt also einschriankende Bedingungen:

0] = R¢
=& = Rysinf, ¢y = Rpcosb
Allerdings sind diese Zwangsbedingungen nicht holonom und auch nicht durch Integra-

tion in holonome Zwangsbedingungen zu {iberfithren (,nichtintegrable Gleichungen*).
Es ist also nicht direkt moglich, Lagrange-Multiplikatoren in der Form

L— L+ MG

einzufiithren, um die Bewegungsgleichungen zu erhalten.
Das Einzige, was bleibt, ist an den Anfang zuriick zu gehen: Wir betrachten virtuelle
Verschiebungen, die aber die Zwangsbedingung

0y = Rcos iy

erfiillen miissen. Dadurch konnen wir bei der Variation des Wirkungsintegrals den
verschwindenden Term A(d0y — R cos#dp) hinzuaddieren, um wieder einen Lagrange-
Multiplikator zu erhalten.

oL oL oL !
08 = /dt (53/6y + @59 + @&p + A(0y — Rcos 95@)) =0

18



2 Variationsprinzip

Durch den zusétzlichen A-Term koénnen wir wieder (wie bei holonomen Zwangsbedin-
gungen) die Koeffizienten der Variationen der Koordinaten verschwinden lassen und
finden Bewegungsgleichungen

~ 0y : —mgsina+ A =0
~ S ngzgéf ARcos =0
mR? .
~ 00 : 0 =
1 0

Daraus erhédlt man durch Integration o(t),0(t). x(t) und y(t) folgen dann aus den
Zwangsbedingungen. Weil ich glaubte, einen Widerspruch in einem Grenziibergang
gefunden zu haben, habe ich die Losungen fiir drei Arten von Anfangsbedingungen
hier notiert. Inzwischen hat sich meine Verwirrung einigermafien gelegt. Ich lasse es
hier aber stehen, weil es jetzt ohnehin geTeXt ist. Wen das nicht interessiert: Weiter
gehts auf Seite 21.

Zunéichst kann man die unterste Gleichung allgemein durch

0=w
9:wt+90

mit den Integrationskonstanten w und 6y l6sen.

1. Fall: Miinze rollt gerade herunter Dies ist der einfachste Fall, bei dem die Miinze
keinerlei Rotation um ihre Hochachse vollfiihrt. Die Anfangsbedingungen sind also
0(0) = 6(0) = 0. Daraus folgt direkt fiir die Integrationskonstanten w = 6y = 0 und
die mittlere der Bewegungsgleichungen vereinfacht sich zu

3

imRng — mgsin(a)Rcos(0) =0 (2.9)
. 2gsina

T YT 3R
. 2gsina .
¥="3R L+ o
2gsina .

Y= "3n 1" + ot + o

Der Vollstandigkeit wegen integriert man jetzt noch die Zwangsbedingungen, um die
Position des Auflagepunktes zu bekommen.

2 )
y(t) = gg sm(a)t2 + Rpot + o

Man erhélt also (wie zu erwarten war) eine beschleunigte Bewegung, wobei sich die
Miinze geradlinig den Keil hinabbewegt. Soweit so logisch.
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2 Variationsprinzip

2. Fall: Miinze rollt schrag Betrachtet man nun den Fall, dass die Miinze nicht
gerade startet, sondern 6(0) = 6y # 0 gilt, so hat man in (2.9) statt cos(0) einen Term
cos(bp), der sich durch die Bewegungsgleichungen durchzieht. Der quadratische Term
in der Losung fiir ¢ kann also (falls die Miinze am Anfang ,riickwérts“ — also bergauf
— rollt) negativ sein, so dass er erst nach einer bestimmten Zeit den linearen und
konstanten Term kompensiert und die Miinze erst dann wieder bergab rollt. Klarer
wird das in der expliziten Losung fiir die Position des Auflagepunktes:

x(t) = (gg sin(a) cos(f)t? + Rc,bot) sin(fo) + zo

1
=39 sin(a) sin(26p)t* + Rsin(6o)pot + zo

2
y(t) = (39 sin(a) cos(fp)t? + Ra,bot) cos(fo) + Yo
2
=39 sin(a) cos?(0)t? + R cos(6p) ot + yo
Das ist ebenfalls logisch und sinnvoll.

3. Fall: Miinze rotiert um die Hochachse In der Situation, dass die Miinze nicht nur
schréig steht, sondern zusétzlich einen Drehimpuls in Richtung der Hochachse tragt,
erwarten wir ein weniger triviales Verhalten. Die Anfangsbedingungen seien 0(0) =
w # 0,60(0) = 0y, 9(0) = 0,4(0) = 0, d.h. wir fordern, dass die Miinze anfangs bis auf
ihre Rotation ruht. Zunéchst erhélt man die mittlere Bewegungsgleichung wieder in
einer neuen Form:

ng2gb = mgsin aR cos(wt + 6p)

Durch Integration findet man

2 gsi 1
O = Zgsma ( sin(wt + 6p) + a>

"3 R w

_ 2gsina
T3 R

1
- cos(wt + 0p) + at + b>

und wegen der Anfangsbedingungen gilt a = X sin(fg), b = J cos(fp). Damit ist die
Losung fiir ¢ und ¢

6= égszla <i(sin(wt +6p) + sin((?o)))

_ 2gsina
Y73 R

<wl2(cos(90) — cos(wt + 6p)) + é sin(Go)t)
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2 Variationsprinzip
Fiir die Position des Auflagepunktes erhélt man (mit Mathematica)

z(t) = %g sina | dt (3} (sin(wt + 6o) + sin(bp)) sin(wt + 90))
1

2
= §g sin aﬁ (2 sinwt — sin(2wt + 26y) + 2(wt + 0y — sin(wt + 290))> + x0
w

y(t) = gg sin « / dt (i(sin(wt + 6p) + sin(bp)) cos(wt + 90)>

2 1
=39 sin a5 <2 sin(fp) sin(wt + 0p) — cos? (wt + 90)> + Yo
w

Die damit resultierende Bahn hat qualitativ die Form wie in Abbildung 2.2 zu sehen.

y

Abbildung 2.2: Bahn der Miinze bei nichtverschwindendem Drehimpuls in Richtung
der Hochachse

Auf den ersten Blick ist das etwas unintuitiv — auf den zweiten Blick aber klar. Die
Miinze nimmt auf dem Weg nach unten Geschwindigkeit auf, dreht sich aber kontinu-
ierlich weiter und fingt irgendwann an, wieder nach oben zu rollen (umkippen kann
sie ja nicht). Dort bleibt sie auf Hohe ihrer Startposition einen Moment stehen (dreht
sich dabei aber weiter um ihre Hochachse). Wenn sie sich wieder auf den Weg nach
unten macht, ist die Miinze bereits wieder so ausgerichtet wie am Anfang (ich habe
hier 6y = 0 gewéhlt). Fiir andere Anfangsrichtungen ergeben sich ebenfalls interessante
Figuren.

Wahrscheinlich funktioniert der Grenzfall w — 0, wenn man die Reihendarstellung
der Winkelfunktionen verwendet (da sollte ja fiir y wieder etwas quadratisches in ¢
herauskommen). Das war, was mir zunichst Probleme bereitet hatte. Ich denke, das
miisste aber so funktionieren...

2.3.3 nichtintegrable nichtholonome Zwangsbedingungen

Das Vorgehen beim letzten Beispiel kann man verallgemeinern. Liegen zwischen den
N + b dynamischen Variablen nichtholonome Beziehungen der Form

N+b

> ain(g.t)de +bi(g,t) =0, i=1,...,b
k=1
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2 Variationsprinzip

vor, so hat man zu einer festen Zeit ¢ lineare Relationen zwischen den virtuellen Ver-

schiebungen
N+b

Z ai,k(Q7t)5qk =0.
k=1

Daher gilt (wie im Beispiel) fiir die Variation

68 = /dt Xi(t)aik(g,t) | dqr p = 0.

!
=0 Bewegungsgleichungen

2.4 Variation mit mehreren unabhangigen Variablen

Bisher wurden Probleme betrachtet, deren Losungen Funktionen einer Variablen wa-
ren (tblicherweise der Zeit). Es gibt aber Problemstellungen, in denen man weitere
Variablen (z.B. raumliche) betrachten mochte.

Ein Beispiel ist die Schwingung einer Saite, die an beiden Enden eingespannt ist.
Dort kann man sich einerseits einen Punkt der Saite nehmen und seine Auslenkung
in Abhéngigkeit der Zeit betrachten. Andererseits kann man zu einer festen Zeit ein
,Foto* der Saite machen und die Auslenkung in Abhéngigkeit vom Ort¢ untersuchen.

Die Auslenkung ¢ als dynamische Variable ist also eine Funktion der unabhéangigen
Variablen x und ¢. Fiir den Lagrangian gilt damit

dq 8
c:c(m,t) ag ag xt)

und die Wirkung ist ein Doppelintegral tiber ¢ und z.

S:/dt/dxﬁ

L heifit jetzt Lagrange-Dichte. Die Variation dndert sich jetzt auch geméf

q—q+dq
dq dq 0
o oo
dq dq 0
— = — 4+ =9
or Oz + 9z !
und die Euler-Lagrange-Gleichungen haben jetzt die Form einer partiellen Differenti-
algleichung fiir ¢(z,t)

dq

oL 0 0L 0 oL
Ha(E) Wole)
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3 Zwei-Korper-Problem

3.1 eindimensionale Probleme

In diesem Abschnitt betrachten wir Systeme, von denen wir einige Eigenschaften for-
dern, die aber dennoch sehr allgemein eine Klasse von Problemen beschreiben. So
soll das System (wie die Uberschrift bereits nahelegt) nur einen Freiheitsgrad haben.
Weiterhin soll der Lagrangian nicht explizit zeitabhéngig sein, es gilt also £ = £L(q, q).

Daraus folgt bereits (vgl. Kapitel 1.3.2), dass die Hamiltonfunktion eine Konstante
der Bewegung ist. Da wir weiter fordern, dass die kinetische Energie quadratisch in ¢
ist (durch Skalierung der Zeit wéhlen wir T' = %q), gilt sogar

1
H=E=T+V=3q+V().

Fiir physikalische Losungen ist die kinetische Energie positiv, also gilt
G==+V2T (3.1)
=+V2(E-V(q)

mit E > V(q).

3.1.1 allgemeines Verhalten in gegebenem Potential

Man kann jetzt allgemein diskutieren, was fir bestimmte Energien (die nur von den
Anfangsbedingungen abhéngen) passiert, wenn man das Potential wie in Abbildung
3.1 kennt.

E Z Eq : Das Potential kann fiir kleine Auslenkungen ,, getaylort® werden

k
V(Q)§E0+§(Q—QO)2+”'

(harmonischer Oszillator).

Ey < E < E7 : periodische (nicht unbedingt harmonische) Losungen mit Umkehrpunk-
ten ¢min und @max. Die Periodendauer Tperiode ist eine Funktion der Energie.

E = F; : instabiles Gleichgewicht bei qmin. Fir ¢ — gmin geht ¢ gegen 0 und das
System ,bleibt stecken® (Tperiode — 00).

E < E; oder ¢(t =0) < g« : keine periodische Bewegung (¢ — —o0).
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3 Zwei-Kérper-Problem

Abbildung 3.1: mégliches Potential

3.1.2 Phasenraum-Portrait

Man kann die Entwicklung eines Systems im sogenannten Phasenraum beschreiben.
Hier ist das ein zweidimensionaler Raum, der aus Paaren (g, ¢) besteht. Allgemein ist
der Phasenraum fir ein System mit N Freiheitsgraden 2/N-dimensional. Die Trajek-
torien (also Losungen von (3.1)) werden durch Erhaltungsgréfen eingeschriankt. Ge-
nauer: bei N Freiheitsgraden und &k Erhaltungsgrofien sind die Trajektorien (2N — k)-
dimensionale Unterrdume des Phasenraums (hier: Kurven). Im Detail wird der Pha-
senraum spéter (in Kapitel 5) betrachtet.

Geschlossene Linien im Phasenraumportrait sind periodische Losungen (hier fiir
E < E,). Trajektorien iiberschneiden sich nicht (sonst kénnte man nicht bestimmt
sagen, wie sich das System vom Schnittpunkt aus entwickelt), aber beispielsweise beim
lokalen Potentialmaximum néhern sich die Hyperbeln beliebig nahe an (aus allen vier
Richtungen!).

3.1.3 periodische Bewegung

Durch Trennung der Variablen mit der Anfangsbedingung ¢(0) = go kann man (3.1)
l6sen (zumindest, wenn einem ein Integral als Losung reicht)

q(t) dq’

90 V Q(E - V(q/) '

t==+
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3 Zwei-Kérper-Problem

Abbildung 3.2: Phasenraumportrait fiir das Potential aus Abbildung 3.1

Eine explizite Losung ¢(q) oder ¢(t) ldsst sich daraus jedoch im Allgemeinen nicht
gewinnen. Fiir eine periodische Bewegung kann man die Periodendauer mit

Gmax dq/

TPeriode = T
gmin V 2(E - V(ql)

berechnen.

3.2 Zentralkraifte und ErhaltungsgroBen

Nach den allgemeinen Betrachtungen im vorigen Abschnitt geht es nun konkret um ein
System aus zwei Punktmassen (= 6 Freiheitsgrade). Fiir geschwindigkeitsunabhéngige
Potentiale hat der Lagrangian allgemein die folgende Form.

ma

L= @(’Fl)Q + 5

5 ()2 = V() = VO (7)) = Vi o (71, )

ext ext

Betrachtet man ein abgeschlossenes System (Ve(,:z () = 0) und als Wechselwirkung
zwischen den Punktmassen nur Zentralkrafte (V4 o(71,72) = Vi 2(|71 —72])), vereinfacht

sich der Lagrangian zu
mi , : 2 mao
L=— —
9 (M)" + B

und man sieht, dass der Lagrangian invariant unter Translation des Koordinatenur-
sprungs ist. Es gilt also fiir alle Vektoren a:

(72)? = Via(|71 — 7))

L(F1, T, 71, 7%) = L(Fy + @, 7o + @, 71, 72)

;la
= L(F1, T, 71,75) + @+ (V1 + Va2) L + O(a?)
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3 Zwei-Kérper-Problem

= ViL+VL=0

Unter Verwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen findet man

d (0L d
& <8F1> = &pz =V;L

d
ia(ﬁi—kﬁg)zvlﬁ-i-Vzﬁ:O

Also ist der Gesamtimpuls erhalten! Dann bewegt sich der Schwerpunkt des Systems

= myT + me
R = -

mi + meo

wie ein freies Teilchen. Bezeichnet ferner ¥ = 7, — 7 den Abstandsvektor zwischen
den beiden Punktmassen, kénnen wir mit einem Variablenwechsel (7, 72) — (R, T) die
Gleichungen umschreiben

ﬂlzé ma ﬁ 42:]%_ mi
mi + ma mi + ma
2 1
Tt Mg VR s T2
2 2 my +mo
=0

=:u ,reduzierte Masse*
m m 5, .
mi At me B2yt V(r)
2 2
Fithrt man nun einen Koordinatenwechsel ins Schwerpunktsystem durch (das darf man,

E:

weil der Lagrange-Formalismus unabhéngig vom Koordinatensystem ist), gilt R=0
und man erhélt den Anteil der Relativbewegung an der Lagrangefunktion.

L= L= gﬂ V()

Durch Elimination der Schwerpunktbewegung, die mit gegebenen Anfangsbedingungen
trivial zu beschreiben ist, haben wir also auf einen Schlag drei Freiheitsgrade loswerden
konnen. Offensichtlich ist der Lagrangian jetzt invariant unter Drehungen (Potential
hingt nur vom Abstand ab). Dadurch kann man &hnlich wie bei der Translationsin-
varianz wieder eine Aussage fiir kleine Drehungen gewinnen.

L(FF) = LF+ ¢ X 7,7+ ¢ x )
L e 0L e . OL
=L@ +(0x7) - Go+(@x7) - o2
:g(F,ﬁj—a-(FxgﬁJr?ng)JrO((ﬁ)

I8

+0(¢?)

N 8£ kN 8£ E.-L. (d a[,) kN 6£
:>O=7‘><f_,—|—r><f. = X —— | + 7 X —
or or dt or or

_i qx% —i(_‘x_')
—ar oF T
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3 Zwei-Kérper-Problem

Wir haben also erneut aus einer Symmetrie eine Erhaltungsgrofe, ndmlich den Dreh-
impuls, erhalten. '
L=7xp=p(Fx7) = const (3.2)

Also liegen Relativgeschwindigkeit und -abstand in einer Ebene, deren Normale L ist.
Das Problem lésst sich jetzt also durch nur noch zwei Variablen (ebene Polarkoordi-
naten p, ¢) beschreiben. Die Lagrange-Funktion lautet nach diesem Variablenwechsel

B .
L=3 (P +0¢") = V(p) (3.3)
und man sieht sofort eine weitere Erhaltungsgrofle, weil ¢ zyklisch ist.
Dy = g—i = pp*p = const = L
L
= p=— 3.4
P= (3-4)

Falls p(t) bekannt ist, erhdlt man ¢(t) durch Integration. Man sieht der Lagrange-
Funktion (3.3) sogar noch eine Erhaltungsgrofie an. Weil sie nicht explizit zeitabhéngig
ist, ist die Hamiltonfunktion

H:Z%m—EZE:%('Qw%Q) +V(p)
_ Mo L? _
=50t o + V(p) = const (3.5)

mit dem Zentrifugalpotential 2L—22 erhalten. Dies ist mit Anfangsbedingungen eine
Differentialgleichung fiir p, die &quivalent ist zu der, die man aus den Euler-Lagrange-

Gleichungen erhélt

doL oL _d . 2,9V
Ay  ap _atlPTHPY T,
L ov

= pp— g 0

2. Keplersches Gesetz Mit den Uberlegungen, die wir insbesondere in (3.2) haben
einfliefen lassen, kann man einen weiteren interessanten Sachverhalt zeigen. Geméafl
Abbildung 3.3 ist die Flache, die vom , Leitstrahl®* iberstrichen wird

1
dF = -p*d
2P ¥
und daher die Fldchengeschwindigkeit
dFr 1,
— = —p*o~ L .
Tl (3.6)

konstant. Das fiihrt zur typischen Beschleunigung von astronomischen Objekten, wenn
ihre Bahn der eines anderen Himmelskorpers sehr nahe kommt.
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3 Zwei-Kérper-Problem

\
)\

\ )

Abbildung 3.3: die Fliachengeschwindigkeit ist konstant

periodische Bewegung Fiir gewisse Einschrankungen an das Potential V' kann man
die Bewegung des Systems qualitativ beschreiben. Wir wollen ein Potential dhnlich
dem Gravitationspotential betrachten: Im Unendlichen soll es verschwinden und fiir
kleine Absténde ,nicht zu attraktiv® sein (genauer: Vg soll fiir kleine Absténde nicht
attraktiv sein). Dann erhélt man ein effektives Potential wie in Abbildung 3.4.

<
™ v
>
7

Abbildung 3.4: ein Potential, das unseren Einschrdnkungen geniigt

Die Bewegung sieht dann dhnlich wie in Abbildung 3.5 aus und die Winkelédnderung
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3 Zwei-Kérper-Problem

wahrend einer Periode der Radialbewegung lasst sich berechnen durch

Ap = /gbdt
-
wJ pt)?
(3_5) 2L Pmax dp (2 >
= = Z(E-V,
ARV =(v)
2N
i
i/ /
[ A 5
/ \ /- \
\\ e
. 3
S\ \

Abbildung 3.5: mégliche Bewegung in der Ebene senkrecht zum Drehimpuls

Phasenraum-Portrait — Poincaré-Schnitt Anders als in Abschnitt 3.1.2 liegt diesmal
ein System mit zwei Freiheitsgraden vor, es wird uns also schwerfallen, den Phasenraum
anschaulich darzustellen. Deshalb bedient man sich des sogenannten Poincaré-Schnitts,
bei dem in der p-p-Ebene die Nulldurchgénge von ¢ markiert werden:

(p, P)|tn tp(tn) =0

Fiir verschiedene Anfangsbedingungen liegen diese Punkte dann auf Kurven konstanter
Energie (3.5).

3.3 Noether-Theorem (Emmy Noether, 1882-1935)

Im vorigen Kapitel haben wir mehrfach ein Verfahren angewandt, was hier zu einem
allgemeinen Vorgehen zur Beschaffung von Erhaltungsgréfien ausgeweitet werden soll.
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3 Zwei-Kérper-Problem

Abbildung 3.6: Poincaré-Schnitt fiir zwei verschiedene Anfangszustéinde

Ausgangspunkt war stets die Existenz einer Invarianz unter bestimmten Transfor-
mationen (Translations-/Rotationsinvarianz sind die héufigsten). Das soll auch hier
weiterhelfen.

Sei Qs eine (einparametrige) Koordinaten-Transformation

Qs : Q(t) = Qs (Q(t)) = Qs(t)

mit einem kontinuierlichen Parameter s, fiir den gilt

Qs=0(q(t)) = q(t).

Qs heiit Symmetrie oder Symmetrie- Transformation, falls das Wirkungsfunktional
invariant unter @) ist.

Slql = SQs(q)]
Dann ist mit ¢(¢) auch Q4(¢) Losung der Bewegungsgleichungen und es gilt

t1 .
S[Qs] = %/O de [’(QsaQsat)

L 0Qs L 9Qy
0Q, 9s  9Q, Os

! {8£ 0Qs d(@ﬁ).ﬁQs}_*_ 9L 0Qs
0

ty

9Q, 9s At \oQ,) s 00, s
0L d (DL 0Q, 0L 0Qs|"
dt \ 9Q,

(Euler-Lagrange-Gleichung)

0

ds  0Q, Os

0

Und da t; beliebig war, finden wir

d (9L 09Q,\
dt(ac?s'as)_
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3 Zwei-Kérper-Problem

Fiir s — 0 (damit wir die ,alten®* kanonischen Impulse verwenden kénnen) haben wir
eine Erhaltungsgrofie

9Qs

I(q1,...,qn,G1,-.-,4N) =D~ s = const

s=0

3 2@

S

s=0 k=1

Analog kann man zeigen (haben wir in der Vorlesung nicht gemacht), dass eine n-
parametrige Symmetrie auf n Erhaltungsgréfen fithrt (Rotationssymmetrie (drei Pa-
rameter) fithrt auf Drehimpulserhaltung (drei Komponenten)).

Falls die Zeit mittransformiert wird (die transformierte Zeit sei 75 mit 7o = t), kann
man zeigen, dass dann die Erhaltungsgrofie

9,

0T,
0s =

+
s=0 s

I(q,4,t) =p

s=0

existiert.
Offenbar ist es hinreichend fiir die Invarianz der Wirkung, wenn bereits der Lagran-
gian unter der Transformation invariant ist.

d .
& E(QS?QS7TS) =0

Das ist der einfachste Weg, um zu tiiberpriifen, ob eine gegebene Transformation eine
Symmetrie ist.

3.3.1 Beispiele
folgen

3.4 Kepler-Problem

Als Spezialfall der allgemeinen Betrachtungen in diesem Kapitel wollen wir uns mit
dem Kepler-Problem — das zwei-Koérper-Problem im Gravitationsfeld — beschéftigen.

Das Potential V' lautet dann
mimso

Vip) = =G—

und mit den Konstanten
L2
]C:G’I7’L1’ITL2>O7 527
2p

wird das effektive Potential zu

k
Ve (P):*; p’%

Es hat ein Minimum bei
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3 Zwei-Kérper-Problem

Ves

Abbildung 3.7: effektives Potential im Gravitationsfeld

k 203 2/
N — 0 = —
r P S
mit dem Wert
k2
="

Physikalisch sinnvoll sind Losungen mit E > V4. Dann gibt es einen oder (fir E < 0)
zwei Umkehrpunkte

k iF 28
Pmin = — -5 1-— 1+ ﬂ == k = P
2F k2 14 48 l4¢

k 4E3\  p
pmaxw<1+ 1+k12>

1—¢

mit den Abkiirzungen

20 4E(
p:?, e=1/1+ 2
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3 Zwei-Kérper-Problem

Gesucht sind jetzt Losungen der Form p(p). Dazu substituiert man zunéchst u := %
und verwendet mit (3.4) den Winkel ¢ statt der Zeit als dynamische Variable.

d L ,d
Bl b Sl
dt  p dey
@_ 1 du L du

ppidp = Ldt =

dt ~ w?dt pde

Die Energie (Hamiltonfunktion) (3.5) lautet dann

2 2 2
E<u,j:> gﬂ{<g:> +u2}ku[3{(j:) +u2}kuconst

dE d
und aus i = 0 erhélt man mit der Produktregel und Kiirzen von é (falls das nicht

verschwindet) eine Bewegungsgleichung fiir u.

Pu

dp? tu

ok
28

Diese Gleichung beschreibt einen harmonischen Oszillator, der mit konstanter Kraft
ausgelenkt wird. Die Periode der Bewegung ist gerade Ap = 27 — eine Eigenschaft des
%—Potentials (tritt ebenfalls fiir V(p) ~ p? auf).

Wé&hlt man als Anfangsbedingung p(¢ = 0) = pmin, so erhilt man als Losung

1 k 1
u=—=—+A-cosp=-(1+¢€cosyp).
PR @ p( ®)

Die Bahnkurven, die sich daraus ergeben, sind Kegelschnitte mit der Erzentrizitdt e.
Dabei sind drei Félle zu unterscheiden:

Vo < E<0: e <1 Ellipsen (Kreise fiir e = 0)
E =0: e¢=1 Parabel
E >0: e¢>1 Hyperbel

Das sieht man der Lésung der Bewegungsgleichung nicht unbedingt direkt an, deshalb
rechnen wir das fiir den interessantesten Fall — die Ellipsenform — einfach nach. Dabei
formen wir im wesentlichen die Bewegungsgleichung um

p=p+epcosp = /12 +y%+ex
(1—e)z? +2epr+y>—p*> =0

2 2
€p 2 p

1_ 2 =
( e)(m+1_62> Ty =1"a
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3 Zwei-Kérper-Problem

Das bringen wir die die Form der Ellipsengleichung

() < ()=

mit den Groflen

: ___°
Zentrum: z,= T—a
grofle Halbachse: a = P
1— €2

p

kleine Halbachse: b=

Vi—ée'

Pmin

Abbildung 3.8: Bahnkurve eines Planeten im Gravitationsfeld einer Masse

Der sonnennéchste Punkt bei pyi, heifit Perihel, der am weitesten entfernte Aphel
(allgemein fur Himmelskorper: Periapsis und Apoapsis).

Mit den nun gewonnenen Informationen kénnen wir zum Abschluss dieses Kapitels
die Keplerschen Gesetze nachvollziehen.

1. Keplersches Gesetz Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren Brennpunkt die Sonne
steht (wegen Sonnenmasse > Planetenmasse).
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3 Zwei-Kérper-Problem
2. Keplersches Gesetz Die Flichengeschwindigkeit ist konstant (das haben wir be-
reits aus Gleichung (3.6) abgelesen. Wegen
drr L

dt 2u
gilt fiir die Umlaufzeit 7
2 2
T = —'uﬂ(a-b) la pad =21 BVa?
L — — L k
Flache der Ellipse

k
; =G(m1 +mg) = Gmy
Das brauchen wir fir das

3. Keplersche Gesetz Das Quadrat der Periodendauer ist proportional zur dritten
Potenz der grofen Halbachse (72 ~ a®) mit einer Proportionalititskonstanten, die
fiir alle Planeten gleich ist. Das trifft in guter Naherung zu, fiir Jupiter betrdgt die
Abweichung 0,1%.

35



4 Der starre Korper

Wihrend wir uns in den ersten beiden Kapiteln mit allgemeinen physikalischen Syste-
men und im dritten Kapitel mit dem Spezialfall von nur zwei Punktmassen beschéaftigt
haben, wollen wir uns nun einem weiteren wichtigen Konzept der klassischen Physik
widmen. Wir betrachten ein System aus M Teilchen, die in ihrer Bewegung ganz
enorm eingeschrankt sind. Der Name ,Starrer Korper“ legt die Zwangsbedingungen
bereits nahe: Die einzelnen Teilchen sollen untereinander feste Abstédnde besitzen und
demnach lauten die Zwangsbedingungen

2

T = |7 _’Fj‘Q =c}

1,37

i,j=1,...,M.

Natiirlich kénnen diese nicht alle unabhingig sein (M? Zwangsbedingungen, aber
nur 3M Freiheitsgrade moglich). Man kann sich iiberlegen, dass bereits jeder Punkt
eindeutig bestimmbar ist, wenn man die Orte von drei (nicht kollinearen) Punkten
kennt. Damit ist die Zahl der Freiheitsgrade von 3M auf weniger als neun gesunken.
Weil fiir die drei Punkte, die man ausgewéhlt hat, auch Zwangsbedingungen gelten
(r12 = €12,T23 = C23,7T13 = ¢13) halten wir fest:

Der starre Koérper hat N = 6 Freiheitsgrade.

4.1 Bezugssysteme

Im Folgenden bezeichne K = {z1,z2,x3} das raumfeste und K’ = {a}, 2}, 25} das
korperfeste Koordinatensystem. Das Ziel ist zunéchst, sechs generalisierte Koordina-
ten auszuwéhlen, die das System sinnvoll beschreiben. Ein guter Ansatz ist, mit drei
Koordinaten den Ursprung von K’ in K (, Translationsfreiheitsgrade®) und mit drei
weiteren Koordinaten die Orientierung der Achsen in K’ relativ zu denen in K (,,Ro-
tationsfreiheitsgrade“) zu beschreiben.

Zunéchst gilt, weil K und K’ Koordinatensysteme sind, fiir jeden Vektor §

_ - ] =/
= gi¢; = g;6i ,

Q

wenn €; bzw. €;’ die (normierten) Basisvektoren in K bzw. K’ sind. Ebenso gilt na-
tiirlich

g9i=g-¢€, g =gé
Zur Bestimmung der Orientierung der beiden Koordinatensysteme zieht man die so-
genannten Richtungskosinusse heran. Diese sind definiert durch

—

—/
aij =€ - ej
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4 Der starre Kérper

und koénnen die Beziehungen zwischen Vektoren aus beiden Koordinatensystemen ver-
einfachen.

€ - €) - € = ;€
- — —/ -/ __ —/
& =(€-¢) € = aje;
! = - .
g; =€ g = Qi;9g;
_ /
9i = Qig;

Weil die €; und €;’ Orthonormalsysteme bilden sollen, konnen wir fiir die Richtungs-
kosinusse Bedingungen aufstellen.

—

5 . ! -/
ij = € " €j = Qg Qjk

=€ €5 = Qg * Oy

Natiirlich stellen die c;; eine lineare Transformation zwischen zwei Koordinatensys-
temen {x;}, {x}} mit gleichem Ursprung dar und durch die genannte Bedingung ist
diese Transformation orthogonal. Fiir die Matrixdarstellung gilt

A= (o) =2 oo a3, AAt =1

Aus der linearen Algebra weifl man, dass fiir orthogonale Matrizen nur £1 als Determi-
nante moglich ist. Die Bewegung des starren Koérpers wird nur durch Transformationen
mit det A = +1 beschrieben, da det A = —1 eine Inversion (Drehspiegelung) ist. A ge-
hort also zur Drehgruppe SO(3).

Fiir die Geschwindigkeiten (also die zeitlichen Ableitungen der Koordinaten) gilt
mit der Produktregel

9i = &jig; + ajig;
= § = Gi€; = &;ig}€ + i€
= djionig;éi + ;€5
= Bingjei + gie;’
mit )
Bik = dyiag; = (AA") .
Aus AA" =1 (& i - gy = ) folgt durch zeitliche Ableitung

Qjiuki + iy = 0 = Bk + B

Die Matrix B = (f3;;) ist also schiefsymmetrisch (insbesondere mit verschwindenden
Diagonalelementen). Das heifit, dass sie sich durch nur drei unabhéngige Parameter
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4 Der starre Kérper

beschreiben lasst.

B2 =: wh
Baz =: wi
531 =: wé

Damit definieren wir
. i =
W = Ww;e; = W;€;
und man kann nachrechnen (zumindest ich habe es nicht auf den ersten Blick erkannt),

dass folgende Beziehung richtig ist.

—

Birgier’ = (Birgl + Bargh + Bangs)ér = & X §

Dies kann man in die Formel fiir die Geschwindigkeit einsetzen und mit

s (AN (AN
i=\&7), - \&7), =9

s (AN (AN s
i=\@7), ~\&7) g

Mochte man nicht, dass die Urspriinge von K und K’ zusammenfallen, muss man
eine zusétzliche Translation berticksichtigen.

gilt

7= R+ A7
F=R+dx (4.1)

Nach Voraussetzung (kérperfestes Koordinatensystem) ist _éi = 0). Verschiebt man
den gewéihlten Ursprung von K’ um einen Vektor @, so transformieren sich die Grofien

wie folgt

R— R=R+ Ald neuer Ursprung

R>R=R+&xa Geschwindigkeit des neuen Ursprungs

&= Winkelgeschwindigkeit relativ zu neuem Basispunkt
— ~

77 =7-a Ortsvektor in neuem Bezugssystem K’

Weil (4.1) im raumfesten System galt, muss dieser Vektor fiir verschiedene Basispunkte
in K’ iibereinstimmen.

&L
X

7

[
BB
SO

gu
X
=

Il [|--
Ty T
+ +  +
gu
X
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4 Der starre Kérper

—

ZOJ:LU

Die Winkelgeschwindigkeit ist also unabhéngig von der Wahl des korperfesten Bezugs-

systems. Stehen zu einer festen Zeit ¢ R und & senkrecht aufeinander, so gilt das in
jedem korperfesten Bezugssystem. Wegen (4.1) liegt auch 7 in einer Ebene senkrecht
zZu . .

Wahlt man K’ so, dass R=0 gilt, so legt der Ursprung zu diesem Zeitpunkt
die momentane Drehachse fest. Die Bewegung lasst sich vollstdndig aufteilen in die
Rotation sowie die Translation in Richtung von &.

4.1.1 Die Euler-Winkel

Die Richtungskosinusse c;; waren wegen der Orthogonalitdtsbedingung nicht unab-
hingig. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, sie durch drei generalisierte Koordinaten
auszudriicken. Ublicherweise verwendet man drei Drehungen um definierte Achsen, um
von K nach K’ zu kommen.

In der Vorlesung benutzen wir folgenden Konvention:

1. Drehung um den Winkel ¢ um die x3-Achse. Dabei drehen sich die z1- und zo-
Achse in einer Ebene, die x3-Achse bleibt logischerweise erhalten.

2. Drehung um den Winkel 6 um die neue x1-Achse (die im vorigen Schritt aus der
x1-Achse entstanden ist). Dabei drehen sich die z3- und die neue x9-Achse in
der neuen zs-r3-Ebene. Die z1-zs-Ebene dreht sich entsprechend mit und ihr
Schnitt mit der alten x;-z2-Ebene bildet eine sogenannte Knotenlinie.

3. Drehung um den Winkel ¢ um die neue x3-Achse. Es drehen sich also wie bei der
ersten Drehung die z1- und x2-Achse in einer Ebene (diesmal in der gegeniiber
der ersten Drehung gekippten z1-z2-Ebene).

Fiir den Fall, dass man z.B. einen symmetrischen Kreisel beschreiben mochte, heifit
das, dass ¢ die Drehung der Figurenachse (z4-Achse) um die z3-Achse beschreibt. 6 ist
der Winkel zwischen diesen beiden Achsen und v gibt die Drehung um die Figurenachse
an.

Durch Multiplikation dreier Drehmatrizen unter Beriicksichtigung der richtigen Ko-
ordinatensysteme erhilt man dann die Transformationsmatrix A, die aufzuschreiben
ich mir erspare. Wichtig sind an dieser Stelle die Winkelgeschwindigkeiten

w) = @sinfsini + 6 cosp
wh = psin b cosh — Osin (4.2)
wh = ¢ cosh + 1

39



4 Der starre Kérper

4.2 Tragheitstensor und Drehimpuls

Fiir den Kriftefreien starren Korper (mit M Massepunkten) konnen wir die Lagrange-
Funktion direkt hinschreiben.

1Y :
L=T= 5ka(w

Il
N =
(=
S
;%.
+
(]
s

s 1 M
(R. (@ x 7"'7{)) +§ka(d)’ x )2
k=1
=:M Gesamtmasse

Wihlt man den Bezugspunkt im Schwerpunkt, gilt >~ my7}, = 0 und der mittlere Term
verschwindet

1o 1d
L:iMﬁ+§g;W@xﬁf

Lésst man nun die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die Schwerpunktskomponenten
darauf los, erhdlt man das, was man reingesteckt hat,

0L 0L ALy E_ g
SR OR dtyp

die Kréftefreiheit. Wir betrachten nun den Anteil der kinetischen Energie, der aus
der Rotation des starren Korpers stammt und verwenden die Lagrange-Identitdt der
Vektorrechnung.

TRot = 3 mp (& x 7"_1;/) (@ x 7“_1;/>
k
1 . -
=5 D (@ - @ 7)?)
1
=5 mp ((%‘)2(90;@1)2 - (W§$§ci)(W§$;cj>)
k

Dabei bezeichnet x}, die I-te Komponente des Ortsvektors des k-ten Teilchens im
korperfesten Koordinatensystem und es wird per implizit iiber ¢, 7, summiert. Mit
der Definition des Tragheitstensors des starren Kérpers

CHES ka ((l’;cl)%ij - x;ci'r;cj)
k
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4 Der starre Kérper

vereinfacht sich die kinetische Energie zu
1
TRot = 59”(,0;0.)3
Der Triagheitstensor © (teilweise (Hand/Finch, Wikipedia) auch mit I bezeichnet)

ist symmetrisch und additiv, d.h. der Tragheitstensor eines Korpers ist die Summe der
Tragheitstensoren seiner Teile. Explizit ausgeschrieben lautet der Tragheitstensor

(4.3)

2, .2
Yi + 2k —2$kyk2 —T2k

(©45) = E mr | —TrYr T T2, Yk
2 2

k —Tk2k  —YkZk TRt Y

wobei ich die Koordinaten hier in einer intuitiveren und platzsparenderen Variante
notiert habe.

Geht man von einer diskreten zu einer kontinuierlichen Massenverteilung mit Mas-
sendichte p(7) tber, lautet der Trégheitstensor

0, = /V d*a’p(@) ((&)26:5 — xja)) -

4.2.1 Haupttragheitsmomente

Der Tragheitstensor ist ein Tensor zweiter Stufe, kann also durch eine Matrix darge-
stellt werden. Durch geeignete Wahl von K’ kann man diese Matrix diagonalisieren,
so dass gilt

05 = 0,0
mit den Haupttragheitsmomenten ©;. In diesem Bezugssystem wird der Ausdruck fiir
die kinetische Energie noch einfacher.

3
1
Thoy = = E NPAL 4.4
Rot 2 e @z (W»L) ( )

Man teilt starre Kérper nach ihren Haupttragheitsmomenten in Kategorien ein, von
denen uns insbesondere die zweite spiter noch intensiver beschéftigen wird.

e O; paarweise verschieden: dreiachsiger Kreisel
e O, = Oy #£ O3: symmelrischer Kreisel
e O = Oy = O3: Kugelkreisel

Die Haupttragheitsmomente haben eine weitere interessante Eigenschaft. Aus der
Definition rechnet man einfach nach, dass

O1+ 063 = ka (2(7_2)2 - (x;cl)z - (51322)2)
k
= ka ((@h1)? + (2h2)* + 2(a3)?)
k

> g (0h1)? + (2h2)?) = O3
k
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4 Der starre Kérper

gilt (analog fiir andere Permutationen der Haupttriagheitsmomente). Das heifit, dass
kein Haupttriagheitsmoment gréfler sein kann als die Summe der beiden anderen.

Satz von Steiner

Ist K’ das Schwerpunktssystem und ©;; in diesem System der Tragheitstensor, so
kann man den Trégheitstensor in einem um den Vektor @ verschobenen kérperfesten
Bezugssystem K’ berechnen durch

Oi = Y mu (7, + @)%0i; — (wh; + i) (2 + ay))
k

= Gij + M(dZCSZj - aiaj) + 25136 . kaf}; — a; Z mkx;j — aj Z mkx;ci
k k k
= @” + M(dQé” — aiaj)

wobei die letzten Terme weggefallen sind, weil K’ das Schwerpunktsystem war.

4.2.2 Drehimpuls des starren Korpers

Der Drehimpuls L héngt im Allgemeinen von der Wahl des Bezugspunktes ab. Wir
wahlen wieder das Schwerpunktsystem. Dann ergibt sich fiir den Drehimpuls

L= mp(fe x ) = > mp(R+7) x (R+a x 7%,)
k k
=M(Ex R)+ > my (7}, x (& x %))
k
(zwei Terme wegen Schwerpunlftsystem weggefallen). Fiir den kriftefreien starren Kor-
per gilt R= const, R = Ry + R - t. Deshalb ist der Translationsdrehimpuls

Etrans = M(é X é) = const

konstant (und verschwindet, wenn die Bewegung des Schwerpunktes durch den Ur-
sprung von K geht). Im Folgenden wollen wir daher nur den interessanteren Eigen-
drehimpuls betrachten.

L:= Erot = ka ((x;cl)%j - 7:2 (@ Fllc))
k
= > m ((h)’w) — ahjwizt,) &
= m ((24)655 — Thy2h,) WIE
k
= @jiw;é"j =0 w
Mit der kinetischen Energie aus (4.3) gilt also

L OT

Z_ﬁwg
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4 Der starre Kérper

(der Drehimpuls ist der Gradient der kinetischen Energie).
Anschaulich sind die Fldchen im dreidimensionalen &@-Raum, die

1 !,
T = i@ijwiwj = const

erfiillen, Ellipsoide und L steht senkrecht auf der Tangentialebene am Ellipsoid (Nor-

malenvektor wegen Gradient). Da fiir den kréftefreien starren Korper L konstant ist,
dreht sich der Ellipsoid.

4.2.3 Beispiele
Rotator (alle Massepunkte auf einer Geraden)

Der Rotator besitzt nur fiinf Freiheitsgrade (3 Translations-, 2 Rotationsfreiheitsgra-
de), weil alle Massepunkte auf einer Geraden liegen (Invarianz unter Rotation um diese
Achse). Die Haupttrigheitsmomente sind

@1 = @2 = ka($;€3)2, @3 =0
k
wenn die Massepunkte entlang der x%-Achse aufgereiht sind.

4.3 Der kraftefreie starre Korper

Wenn im Folgenden nichts anderes erwahnt wird, betrachten wir den starren Korper
stets im Hauptachsensystem K', in dem L, = O,w! gilt. Im raumfesten Koordinaten-
system muss Drehimpulserhaltung gelten (Kréftefreiheit!).

dL dL -
K K/

In Komponenten erhélt man die eulerschen (Kreisel-)Gleichungen

(“)10:)/1 + (@3 - @2)0.)5&)& =0
O2wh + (01 — O3)whw] =0 (4.5)
@3@3 + (@2 — @1)&1’1!.0/2 =0

Diese Gleichungen findet man auch, wenn man die Euler-Lagrange-Gleichungen auf
die Lagrange-Funktion

1 2
L =T = 3 Z@Z—(wg)

mit den Winkelgeschwindigkeiten w} aus (4.2) und den Euler-Winkeln als generalisier-
ten Koordinaten anwendet.
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4 Der starre Kérper

Betrachtet man die Drehimpulserhaltung
L? = (L})? + (Lb)? + (L4)? =: C? = const (4.6)
und die kinetische Energie aus (4.4) mit L] = O,w)

(LY)?  (Lh)? | (Lh)?
Toor = — F = const, 4
t= 90, T 20, T 20, cons (4.7)

so beschreibt die erste dieser Gleichungen eine Kugel mit Radius C, die zweite den
sogenannten Binet-Ellipsoid mit Halbachsen +/2E©;. L’ durchliuft gerade die Schnitt-
kurve dieser beiden Korper. Sei ©; < Oy < O3. Dann muss 2E03 > C > /2E0;
gelten und man kann drei Féalle unterscheiden.

1. Fall: C? > 2E©,
Die Schnittkurve ist nahe der kleinsten Halbachse des Ellipsoiden

2. Fall: C? < 2EO;
Die Schnittkurve ist nahe der groiten Halbachse des Ellipsoiden

3. Fall: C? =~ 2E0,
Die Schnittkurven koénnen sich beriihren. Fiir den Fall, dass C? = 2E0, gilt, gibt
es eine ,Torkelbewegung® des Korpers, weil der Drehimpuls von einer Schnitt-
kurve zur anderen ,,wechseln“ kann.

c=12 C=1.98

¢ ¢ € €

Abbildung 4.1: Schnitte der Kugel mit Radius C' und dem Binet-Ellipsoiden, hier mit
Halbachsen der Léangen 1, 2 und 3

Deutlicher wird das in Abbildung 4.1.

4.3.1 analytische Beschreibung
Aus den Erhaltungsgrofien (4.6) und (4.7) kann man die Ausdriicke

(@] (S
2E0; — C? = @—‘Z’(L&V + @—j@’z)? + (L) = > (L)

(2

= 01(05 — 01)(w))? + O2(03 — O2)(w})?
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4 Der starre Kérper

und analog
2E0; — Cc? = @2(@1 — @2)(&15)2 + @3(@1 — @3)(&15)2

gewinnen. Damit kann man die Zweite der eulerschen Gleichungen (4.5) umformen zu

dw’2_ .,_@3—@1
de B 2
1
CIVECH

wiwy

{ (2B6; — C? — 03(0; — 62)(w))?)

-

(CQ — 2E@1 — @2(@2 — @1)(w’2)2) }2.

Daraus kann man per Trennung der Variablen ¢(w}) als elliptisches Integral erhalten.
Wir fiithren zur Abkiirzung drei Bezeichnungen ein.

__, [(8s—02)(C? —2E61)
- 0,0,0;

_ ., [92(035—09)
S = why 2E0, 2 (4.8)

, ©,-0, 2E6; - (2

F T 0;-0, 0?2-2E0,

<1

Man kann nachrechnen (bis auf die Integrationsgrenze klappt das bei mir auch), dass
man bei der Trennung der Variablen dann folgende Lsung erhilt.

s ds
0= VI-9) - Rs)

Das ist ein elliptisches Integral erster Art — die Umkehrfunktion s(7) heifit jacobische
elliptische Funktion sn(r). Auflerdem gibt es weitere elliptische Funktionen, fiir die
folgende Bezichungen gelten.

en(r) = /1T—s2(7), dn(r) = /T — k2sn2(r)

Aus (4.8) und den Gleichungen am Beginn dieses Abschnitts folgen dann die Losungen
fiir w;.

o 2E©; — C? sn(r)

= _— . T
R C R
, | 2E03—(C? en(7)
R ICHCIECH)
C? - 2FE0;

wy=aa—a dn(r
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4 Der starre Kérper
Die elliptischen Funktionen sn, cn, dn sind 4K-periodisch in 7 mit

0 (1 —s2)(1—k2s2) 0 1— k2sin? o

Daraus ergibt sich, dass die Schnittkurve aus Abbildung 4.1 mit Periode

0,0,03
Ther = 4K
P \/(@3 —0,)(C? —2E0,)

durchlaufen wird.

Spezialfall: symmetrischer Kreisel

Wir nehmen an, dass ©; = O, # O3 gilt. Dann ist k2 = 0 und das elliptische Integral
wird zu einem Einfachen. Man findet

7(s) = arcsin s
sn(7) — sin(7)
= ¢ cn(r) — cos(7)
dn(r) — 1
und die Losungen fiir die Winkelfunktionen lauten jetzt

W) = acos (@?’G)leét)

1

wé = @ Ssin <6)3®_@1w§t> o= 2E@3 - C?
1 ’ ©1(03 —61)

Daran lassen sich zwei Dinge ablesen: Die Projektion von & auf die Ebene, deren
Normale die Figurenachse (z5-Achse) ist, rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

@36191 wh. Aulerdem ist || konstant — der Vektor ,prizediert* um die Figurenachse.

4.3.2 Bewegung im raumfesten System

Fiir die Analyse der Bewegung des starren Korpers im raumfesten System miissen wir
zunéchst Koordinaten wéhlen. Dabei kann man beliebige (feste) Achsen wihlen, es
gibt jedoch geschicktere und weniger geschickte Moglichkeiten. Sinnvoll ist es meist,
sich eine Symmetrie oder (vektorielle) Erhaltungsgroie zu suchen und das Koordina-
tensystem daran auszurichten. Hier wéhlen wir die x3-Achse parallel zum Drehimpuls
I_;, der erhalten ist.
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4 Der starre Kérper

Dann kann man mit der Definition der Euler-Winkel sowie |L| = C' den Drehimpuls
im korperfesten System ausrechnen.

L'=A-L
sin 1) sin 6 ‘ 01w
=C | cosypsinf | = | Oqw)
cosf O3wh

Dariiber erhélt man Gleichungen fiir § und v

@3&):’3 @3(02 — 26@1)
0= = d
cos c C2(0; — O)) n(r)

010  [01(O5 —O5)en(7)

t = =
an'l/} @20Jé @2(@3 — @1) SD(T)

Eine Losung fiir ¢ findet man mithilfe von (4.2)

_ wysineg +wjcosy
B sin 6 T O2(w))? + O3(wh)?

und Integration iiber die Zeit.

Spezialfall: symmetrischer Kreisel

Wie oben gelte wieder ©1 = O3 # O3. Dann ist

_ O3wh _ O3(C? — 2e0,) B
cosf = o= C2(0; — 0) = const

konstant, was bedeutet, dass der Winkel zwischen Drehimpulsachse (z3) und Figu-
renachse (x3) konstant ist. Weiter ist tant = cot 7, also ¢ = § — 7.

= const

(65— 6y)(C2 —2E6)
:”z’__\/ 070,

Die Gleichung fiir ¢ f&llt nahezu in sich zusammen.

p = — = const

Dass hier so viel konstant ist und die Bewegung daher ziemlich langweilig ist, war
vorherzusehen. Immerhin betrachten wir den starren Korper noch ohne duflere Kréfte,
was sich im néchsten Abschnitt dndert.
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4 Der starre Kérper

4.4 Der schwere symmetrische Kreisel

Aus Zeitgriinden lasse ich dieses Kapitel vorerst weg. Gerade Dinge wie der Stehauf-
kreisel sind jedoch ohnehin so trivial, dass sie der Erwdhnung kaum wert sind.

4.5 Bewegung in beschleunigten Bezugssystemen

Die Newtonsche Mechanik war grundlegend auf Inertialsysteme beschrankt (sonst gilt
das Postulat ,kréaftefreie Korper bewegen sich geradlinig mit konstanter Geschwindig-
keit“ nicht). Das dem gegeniiberzustellende Wirkungsprinzip hat keine Einschrankung
hinsichtlich der Wahl des Bezugssystems. Wir haben sogar festgestellt, dass in Bezug
auf die Bewegungsgleichungen alle Koordinatensysteme gleichwertig sind. Das wollen
wir einmal fiir ein freies Teilchen néher betrachten (konnte ja sein, dass wir Mist gebaut
haben).
Im Intertialsystem K| ist
Lo = %mﬁo = V(o)
die Lagrange-Funktion eines freien Teilchens im Potential V.

1. Das Bezugssystem K’ bewegt sich mit zeitabhingiger Geschwindigkeit V (¢) re-
lativ zu Kg. Dann ist

—

To=V({)+7
und die Lagrange-Funktion lautet
£ = Sm(@) +md - V(1) + %(V(w V.

Wir wissen bereits aus dem zweiten Kapitel, dass die Addition einer totalen
Zeitableitung die Bewegungsgleichungen nicht &ndert. Deshalb kénnen wir den
Term proportional zu V?2(t) ignorieren. Wegen

. LA d o o dv

— _ . — = =,
mid’ -V (t) =mV(t) P ( % T) mi’ . -
~

konnen wir den Lagrangian weiter vereinfachen zu
m

L= 5(77')2 —mA(t) - 7=V

und aus der Euler-Lagrange-Gleichung erhélt man die Bewegungsgleichung

m%@" = —VV —mA(t).

In Worten: Die (mit der Masse gewichtete) Gesamtbeschleunigung ist gleich dem
negativen Gradienten des Potentials (fiir V' = 0 erhélt man gerade, dass das
Teilchen in K’ genau entgegengesetzt zum Koordinatensystem beschleunigt).
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4 Der starre Kérper

2. Das Bezugssystem K’ rotiert zusétzlich gegentiber Ky mit einer Winkelgeschwin-
digkeit Q(t). Dann gilt fiir die Geschwindigkeit

—

To=V({t)+7 +Qx7

und der allgemeine Lagrangian fir Teilchen in beschleunigten Bezugssystemen
lautet

1 . .

L= im(ff’)z +mt - (U x7) + =m(Q x 7)2 —mA(t) -7 — V.

Aus den partiellen Ableitungen

!/
gﬁ — i +m( x )
0
oL’ —/ e 3 A 3 A
o =m{W x Q) +mQx7)xQ—-—mA-VV

erhélt man die ultimative Bewegungsgleichung

mit = —VV — mA +m(F x 8) + 2m(@ x 8) + m8 x (7 x &)

mit der Corioliskraft 2m(%’ x ) und der Zentrifugalkraft mS x (7 x ).
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5 Hamiltonsche Dynamik

Der Lagrange-Formalismus ist zwar eine schone Sache, hat jedoch auch ein paar Schon-
heitsfehler. Der Lagrangian ist eine Funktion der Orte und Geschwindigkeiten — diese
sind jedoch nicht vollstdndig unabhéngig (schlielich ist das eine die zeitliche Ablei-
tung des anderen). Wir werden diesen Makel beheben und in diesem Zuge gleich eine
neue Klasse von Transformationen mathematisch beleuchten. Als Nebeneffekt werden
die neuen Bewegungsgleichungen tendenziell einfacher zu 16sen sein.

5.1 Legendre-Transformation, Hamiltonsche
Gleichungen

Ziel dieses Abschnitts ist es, von einer Beschreibung der Bewegung im Konfigurations-
raum {qg, i } zu einer Beschreibung im Phasenraum {qi, px} zu gelangen. Allgemeiner
wollen wir ausgehend von einer Funktion einer Variablen eine neue Funktion einer an-
deren Variablen erhalten, ohne dabei Informationen zu verlieren.

Sei A(z,y) eine streng konvexe (oder konkave) Funktion (d.h. die zweiten Ablei-
tungen verschwinden nirgends). Dann definieren wir die Legendre-Transformierte von
A

B(x,y,z) = yz — Alz,y) (5.1)

mit einer neuen (erstmal unabhingigen) Variablen z. Das (totale) Differential von B
lautet

0A 0A
dB =zdy+ydz — —| de — —| dy
ox v 9y |,
0A 0A
=|z— — dy +ydz — —| dz
oy |, ox Y
Sei z = z(z,y) := ——| . Dann verschwindet der erste Term im Differential von B, d.h.

oy |,
B ist unabhingig von y. Deshalb kénnen wir aus dem Differential folgende Beziechungen

ablesen.
0B

9z

on
or

__o4
T oz

z

=y =y(x,z2), (5.2)

x

y
Explizit ist also B = B(z,y(z, z), z) und die Transformation lasst sich umkehren, wenn
man y(x, z) nach z(x,y) auflést und das in die Definition (5.1) einsetzt. Man kann das
Verfahren der Legendre-Transformation auch grafisch sehr anschaulich zeigen. Wenn
ich Zeit dafiir finde, fertige ich noch ein Bild an...
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5 Hamiltonsche Dynamik

Wie bereits in Kapitel 1.3 erwéhnt, ist die Hamiltonfunktion gerade die Legendre-
Transformierte der Lagrange-Funktion. Denn:

L= L(q,9) i
H(p,q) = pq — L(q,q)’ dq

q

Da wir jetzt das Hamiltonsche Prinzip benutzen wollen, betrachten wir zunéchst im
Sinne von Differentialen die Variation des Lagrangian.

OH OH d
= ( 1 —O0H = ] — — — ) —_— —_—
0L = ¢op + pdg — & (q o ) op (p + 34 ) oq + o (pdq)

Die Variation der Wirkung 4.5 soll fiir unabhéngige Variation von p und q verschwin-
den, deshalb missen die Koeffizienten von dp und dq einzeln verschwinden. Der Term

d
&(p(;q) tragt nicht bei, da die Variation am Rand Null sein soll. Man erhilt dieselbe

Aussage, wenn man das Differential von H betrachtet.

dq—a—ﬁ

oL
dH = ¢dp+pd¢ — — B4

4
dq q

q

q
Dort verschwindet nach Definition von p der Koeffizient von dg. Zusammen mit der
Euler-Lagrange-Gleichung erhélt man fir die anderen beiden Koeffizienten

0H oL

B, &

d oL

at 94

_om
q= ap

— =—p
q

q q

oder (um es wieder auf die Differentiale zu iibertragen)

| dH = gdp — g |

Das ganze Prozedere funktioniert natiirlich auch bei mehr Freiheitsgraden oder wenn
die Lagrange-Funktion eine explizite Zeitabhingigkeit aufweist. Dann ist der Hamil-
tonian

H:pqu_L:H(q1,---,QN,p1,-.-,pN7t)

. . o0H
dH = ¢rdpr — prdgr + Edt

H
mit oH = _ok nach (5.2) (die Zeit ist eine passive Variable wie die Koordinaten).

ot

Aus dem Differential lesen wir das ab, was wir im ersten Kapitel bereits bewiesen

haben
am o OH oL
dr = qkPk — Pk4k o~ ot
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5 Hamiltonsche Dynamik

AuBerdem kénnen wir jetzt fiir N Freiheitsgrade 2N Bewegungsgleichungen 1. Ordnung
aufstellen.

O0H
wh=-— k=1,...,N

k o,

o0H
pp=—-—r k=1,...,N

Jq,

i oL

dt ot

Vorher (im Lagrange-Formalismus) hatten wir N Bewegungsgleichungen 2. Ordnung.

5.1.1 Beispiele
folgen

5.2 Kanonische Transformationen

Nehmen wir an, wir hatten eine Hamilton-Funktion H(q,p) gegeben, in der alle Ko-
ordinaten ¢ zyklisch sind. Dann folgt aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
(wie beim Lagrange-Formalismus)

. 0H
pr=—7—=0 = pi =: ap = const
Oq,,
und weiterhin ist
. OH
gy = — = wk(a17...7O(N):COHSt
apk (677

und deshalb ist die Losung der Bewegungsgleichungen
qk = wg -t + B

mit Konstanten, die sich aus den Anfangsbedingungen bestimmen lassen. Das ist also
offenbar eine sehr simple Darstellung des Problems. Stellt sich die Frage: Kann man
jedes Problem so umformulieren, dass die Lésung so einfach wird und wenn ja wie?

5.2.1 Punkttransformationen im Phasenraum

Im Lagrange-Formalismus haben wir Punkttransformationen Qx = Qx(q1,-- -, qn) der
Koordinaten betrachtet und festgestellt, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen unver-
dndert im neuen System gelten.

Im Phasenraum liegen Koordinaten und Impulse grundsétzlich unabhéngig von-
einander vor, man kann also eine Transformation {qx,pr} — {Qk, Px} (Koordinaten
und Impulse gleichzeitig transformiert) durchfiihren. Solche Punkttransformationen im
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5 Hamiltonsche Dynamik

Phasenraum sind dann analog zu den ,normalen® Punkttransformationen invertierbare
Funktionen

Qr = Qrlqr,--. qn,p1,--- PN, t),  Po=Pr(q1,...,qn,p1,--- DN, ). (5.3)

Damit wir die Dynamik des Systems aber weiterhin beschreiben kénnen, muss der
physikalische Pfad die neuen Beziehungen

0K . 0K

a0 Qk = a5

0Q, 0P,

mit der ,neuen“ Hamiltonfunktion K erfiillen. Wenn man zum Variationsprinzip zu-
riickgeht, heiflt das, dass

tz t2

tl tl
gelten muss. Das gilt auf jeden Fall dann, wenn fir K gilt

Mprie — H) = PoQr — K + % (5.4)
wobei F' wieder eine beliebige (zweimal stetig differenzierbare) Funktion der Phasen-
raumkoordinaten p,q, P,@ und X eine Konstante zur Skalentransformation (im Fol-
genden in der Regel A = 1) ist. Die zeitliche Ableitung von F spielt wie schon im
Lagrange-Formalismus keine Rolle, da sie nur am Rand des Integrationsintervalls bei-
tragt, dort soll die Variation aber verschwinden.

Transformationen im Phasenraum, die (5.4) erfiillen, heiflen kanonische Transfor-
mationen.

5.2.2 erzeugende Funktion

Durch die Punkttransformation (5.3) gibt es 2N Beziehungen zwischen den 4N Koor-
dinaten {qx, pr, Q, Pr}. Man kann also die Hélte der Parameter von F eliminieren.
Wir betrachten als Beispiel die Funktion F' = Fj(gx, Qk,t), die nur von neuen und
alten Koordinaten abhéngt. Dann gilt

dFF 0F; . oF oF,
= S Qe+ S
dt  Og, 0Q, ot
und eingesetzt in (5.4) erhélt man die Gleichung
oF . oF 6'F1
—H=PQr— K+ — —
Prqk ke Qk + da, qr + 20, Qk +

Da die 2N Koordinaten g, Q) unabhingig sind, miissen die Koeffizienten von ¢, Qp
einzeln verschwinden und was man findet, ist einerseits die Punkt-Transformation im
Phasenraum

0Fy

8qk

@ @1, Po=—25 _ pa.@.0) (5.5)

Pr = 3Qk
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5 Hamiltonsche Dynamik

und andererseits eine Gleichung zur Bestimmung von K

oy iy
T

Die Invertierung der Punkt-Transformation liefert dann

Qk(Q»pvt)’ Pk‘(qvp7t)v K(Q,P,t).

Jetzt ist auch der Begriff ,erzeugende Funktion“ klar: Die Transformation ergibt
sich aus den partiellen Ableitungen von F'! Mochte man eine vorliegende Transforma-
tion kanonisch machen (bzw. die zugehorige Hamilton-Funktion finden), so muss man
zunéchst eine Funktion finden, die diese Transformation erzeugt.

Es gibt im Wesentlichen vier mogliche Kombinationen der Parameter der erzeugen-
den Funktion (abgesehen von gemischten Parametern). Diese sind in Tabelle 5.1 jeweils
mit einem trivialen Beispiel aufgefiihrt.

Tabelle 5.1: Ubersicht von erzeugenden Funktionen kanonischer Transformationen

Erzeugende kanonische Transformation triviales Beispiel
Fi(q,Q,t) pz%} :f% Fi=q¢-Q Q=p P=—q
R@ro  p=50Q=92  R-¢P Q-q P=p
F3(p, Q. 1) QZ—%,PZ—% Fy=p-Q Q=-q P=-p
Fy(p, P.t) q=—%762 % Fy=p-P Q=p, P=—q

Es gibt zu einer kanonischen Transformation in der Regel alle vier erzeugenden
Funktionen und sie gehen durch Legende-Transformationen auseinander hervor. Wich-
tig ist in diesem Zusammenhang die (oft unterschlagene) Konvexitatsbedingung fiir die
Legendre-Transformation. Die trivialen Beispiele in der Tabelle konnen deshalb nicht
transformiert werden! Dass das im Allgemeinen aber geht, kann man an einem Beispiel
konkret nachrechnen.

F35 ist die Legendre-Transformierte von F, wobei gilt

OF:
F3(p7Q7t):F1(q,Q,t)*qcp’ p:aiql
auflerdem ist Fj nicht explizit von p abhéngig, deshalb findet man
OF _ _
op 9
und aus (5.5) folgt
aFl 8F3
P=—-———=_"__°
9Q Q
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5 Hamiltonsche Dynamik

(das sind genau die in der Tabelle genannten Transformationen). Dass F; und Fj
dieselbe kanonische Transformation erzeugen, kann man am Beispiel des harmonischen
Oszillators iiberpriifen. Dort lautet die (sinnvolle) Transformation Fy (vgl. Beispiele)

2 OF
F1(q7Q)=%COt27TQ, pza—lzwqcot%rQ.
q

Daraus erhélt man mit der Legendre-Transformation

F(p,Q)=Fi—q-p
2
- tan 2wQ)
2w

und die Gleichungen der kanonischen Transformation angewandt ergeben

F:
qg= _@ _P tan 27Q  (passt, s.0.)
dp w
_3F1 - q2 p2 1 OF3

P =

0Q e sin® 27 Q = cos? 2mQ - 0Q

Also erzeugen F; und F3 wirklich dieselbe kanonische Transformation.
Analog kommt man durch die Legendre-Transformationen

OF
HmRﬂ=&m@w+PQ,P=—a§

OF
FQ(q’P’t):Fl(quvt)+PQv P:_aiczl

von einer erzeugenden Funktion zu einer anderen.

Punkt-Transformationen lassen die Euler-Lagrange-Gleichungen unveréndert, sind
also in diesem Sinne trivialerweise kanonische Transformationen. Die erzeugende Funk-
tion lautet

F2(an7t) :f(Qat)P

und man erhilt die Transformation

iaFQi
Q_W_ (q,t)

_ 0k _0f

0q g F

5.2.3 Beispiel: infinitesimale Transformation durch
Hamiltonfunktion

In Tabelle 5.1 sieht man, dass die Transformation, die von F» = ¢q- P erzeugt wird, die
Identitat ist. Wir betrachten eine Abweichung von dieser Transformation, indem wir
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5 Hamiltonsche Dynamik

einen kleinen Term hinzuaddieren.

_OF aG
B0 ~ PTG
= %P:pfe%
dq
_oF _  0G
“op 1T %p

Wobei hier G zunéchst beliebig ist. Wahlt man jetzt aber die Hamiltonfunktion G(g, P) =
H(q, P) = H(q,p) und eine kleine Zeiteinheit ¢ = d¢t — 0, so erhdlt man die Hamil-
tonschen Bewegungsgleichungen.

P—-p  OH
At dq
Q—-q OH
At op

Insofern generiert die Hamiltonfunktion eine Reihe infinitesimaler kanonischer Trans-
formationen
(¢,p)e = (¢, D)t+at-

5.2.4 Beispiel: harmonischer Oszillator
folgt

5.2.5 Beispiel: Skalentransformation
folgt

5.3 Symplektische Struktur

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

. _8H . o0H
qk_apk’ Pr = 3qk

sind zwar fast, aber leider nicht vollstdndig symmetrisch. Um diesem formalen Makel
beizukommen, aber auch ein Werkzeug fiir die kommenden Kapitel zu schaffen, fiihrt
man die sogenannte symplektische Struktur ein. Dazu definiert man

) k=1,...,N
EY py s k=N41,...2N
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und damit

OH
— = .., N
OH 8(] ’ ’
(VoH)), =5 - = e
g k=N41,...,2N
OPn i,

Weiterhin definiert man die Matrix
_ 0 In 2N
J_(—ILN 0 )e{ 1,0,1}

mit folgenden Eigenschaften

. 0 | -1In \_
5= () = -

J-Jt =TT = 1oy

= Jl=—J=J""

J2=J-J=—1an
det J = +1

Mit diesen Definitionen ist die Formulierung der Hamilton-Gleichungen einfacher

geworden

OH
n=J-V,H (in Komponenten: rn;, = Jkl()) (5.6)
™

Betrachtet man nun eine nicht explizit zeitabhingige kanonische Transformation
Qr(q,p), P(q,p), so dndert sich auch der Vektor aus Orten und Impulsen

gk:é-k(n)v k:]-vv?N

(diese Gleichung enthélt die komplette Transformation!). Fiir die zeitliche Ableitung
gilt (weil die Transformation nicht explizit zeitabhéngig sein soll)
& = 51
o,
= My

mit der Jacobi-Matriz M der kanonischen Transformation. Unter Verwendung der
Bewegungsgleichung (5.6) erhélt man

§€=M-J-V,H

Kehrt man die kanonische Transformation um, folgt

OH OH 0

Y Y. H=M!V:H 5.7
8le 65[ ank n 3 ( )
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5 Hamiltonsche Dynamik

also insgesamt

§=M-J-M"-VeH

Es gilt jedoch weiterhin, dass die transformierte Hamiltonfunktion K (&) gleich der
urspriinglichen Hamiltonfunktion H (n(€)) ist, weil die Transformation zeitunabhéngig
ist. In den transformierten Variablen lautet die Bewegungsgleichung daher

£=J-VeK =J VH.

Ein Vergleich liefert jetzt die Aussage, dass eine Transformation genau dann ka-
nonisch ist (also die Bewegungsgleichungen erhilt), wenn die Jacobi-Matrix M die
Bedingung

M-J-M=J (5.8)

erfillt. Eine solche Matrix heifit symplektisch.

5.4 Poisson-Klammern und kanonische Invarianten

Fiir zwei Funktionen A(q,p,t), B(gq, p,t) auf dem Phasenraum ist durch
0A OB 0A 9B
{4 BYar = 55"~ 55 90
qy, ODy, Py, 04y,

die Poisson-Klammer definiert. Offenbar kann man mithilfe der symplektischen Struk-
tur die Summe in ein Matrixprodukt umwandeln.

{AvB}n = (vnA)t - (VUB)

5.4.1 Eigenschaften der Poisson-Klammern

Sind £ neue Koordinaten und Impulse, die durch eine kanonische Transformation mit
Jacobi-Matrix M aus 7 hervorgegangen sind, so gilt wegen (5.7) und (5.8)

{AaB}n = (VHA)t - (VUB)
= (Ved)' - M- J - M'- (VeB) = {4, Bl
Poisson-Klammern sind also unter kanonischen Transformationen invariant! Deshalb
ist der Index an den Klammern iiberfliissig und wird in Zukunft weggelassen.

Sind A und B selbst Koordinaten oder Impulse, so iiberzeugt man sich leicht, dass
die folgenden Beziehungen richtig sind.

{ar,a} =0 = {px,m}
{ae,mi} = 01 = —{px, @t}
{n,n} =J (als Matrixgleichung)
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5 Hamiltonsche Dynamik

Auflerdem kann man fiir eine beliebige Funktion f(q,p,t) die totale Zeitableitung

durch Ao of of o
n = 5t + (97(],6% + @7pkpk
_of [ ofoH Of 0H _0f
ot dq,, Op,,  Op,, Og, ot
ausdriicken, wobei die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ausgenutzt wurden.
Zuletzt sollen noch einige allgemeine Eigenschaften der Poisson-Klammern aufge-
fithrt werden (die ersten sind klar, die letzten lassen sich durch Nachrechnen beweisen).

Antisymmetrie {A4,B} = —{B, A}, {A4,4}=0

{A1 + A3, B} = {41, B} + {As, B}

{aA,B} = a{A,B} fiir a = const
Produktregel {Ay - Ay, B} = A1{As, B} + A>{A,, B}
Jacobi-Identitdt {A,{B,C}}+{B,{C,A}} +{C,{A,B}} =0

(5.9)
+{f. H}

Linearitat

5.4.2 Invarianz des Phasenvolumens
Unter einer kanonischen Transformation geht das Volumenelement des Phasenraums
ANy = dgy ---dgndpy -+~ dpy
in das transformierte Volumenelement
d*Ve =dQ; - dQndPy -+ dPy

iiber. Dabei hiangt die Gréfle der Volumenelemente iiber die Jacobi-Determinante der
Transformationsmatrix M zusammen:

d*Ne¢ = |det M| d*Ny
Da die Transformation kanonisch sein soll, gilt (5.8) und fiir die Determinante gilt
(det M)*det J = det J = |det M| =1

Deshalb ist das Volumenelement im Phasenraum sowie das Volumen beliebiger Regio-
nen unter kanonischen Transformationen erhalten.

5.4.3 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Wegen

oH oOH
{an, H} op, und  {py, H} 94,

kann man die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen mit Poisson-Klammern formulie-
ren:

. ={an, H}, pr={px,H}
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bzw.

(= o) = 7-%H]

5.5 Erhaltungssatze, Liouville-Theorem

Wir haben bereits in Gleichung (5.9) gesehen, dass die totale Zeitableitung einer belie-
bigen Funktion f mit der Hamiltonfunktion auf dem betrachteten System ausgedriickt
werden kann. Wegen dieser Beziehung gilt, dass f genau dann eine Erhaltungsgréfie
(Konstante der Bewegung) ist, wenn

0
(11 = %

gilt.

5.5.1 Poisson-Theorem

Seien f, g Erhaltungsgrofien. Dann ist {f, g} ebenfalls eine Erhaltungsgrofe.

0
mn=2
ag :&{fag}zo

Beweis. Wir unterscheiden zwei Falle:
1. Fall: f, g sind nicht explizit zeitabhingig. Dann folgt aus der Jacobi-Identitét

0={HAf 9t} +{f, {9, H}} +{9.{H, [}}
=0 =0

= (H. {791 =~ 3 {9)

denn {f, g} ist ebenfalls nicht explizit zeitabhingig.
2. Fall: f, g sind explizit zeitabhingig. Dann folgt aus der Jacobi-Identitdt und

o) of dg

~{Gha}+ {05} e )+ o)

df dg
{0

die Beziehung
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5.5.2 statistische Beschreibung makroskopischer Systeme

In den Ansétzen, die bisher gemacht wurden, konnte man aus der Kenntnis der An-
fangsbedingungen sowie der Hamiltonfunktion eines Systems die zeitliche Entwicklung
vollstdndig vorhersagen. Dieses Prinzip versagt, sobald die Zahl der Freiheitsgrade
eine Groflenordnung erreicht, in der man die Bewegungsgleichungen nicht mehr in ver-
tretbarer Zeit 16sen kann oder schlicht nicht alle Anfangsbedingungen kennt. Gerade
bei makroskopischen Systemen (N ~ 1023) ist der Ansatz der exakten Analyse meist
nutzlos.

Man behilft sich deshalb damit, dass man sich auf Aussagen iiber ,mittlere Groflen”
beschréankt. Dabei mittelt man iiber ein sogenanntes Fnsemble aus identischen Syste-
men (insbesondere mit gleicher Hamiltonfunktion), die mit (leicht) unterschiedlichen
Anfangsbedingungen gestartet sind. Zu einem festen Zeitpunkt hat jedes dieser Syste-
me einen Zustand, der durch einen Punkt im Phasenraum identifiziert werden kann.
Dadurch ist eine zeitabhingige Zustandsdichte gegeben, die man untersuchen kann.

Betrachtet man ein Volumenelement AV im Phasenraum, so ,verformt“ sich dieses
Volumenelement zwar unter Evolution des Systems, behélt aber geméafl Abschnitt 5.4.2
sein Volumen. Deshalb ist die Zahl der Systeme AN pro Volumenelement konstant.
Daraus folgt, dass die Zustands- oder Phasenraumdichte

AN

P((Lp) = AV

eine Konstante der Bewegung ist und es gilt

dp dp

(Liouvillescher Satz). Das bedeutet insbesondere nicht, dass ,ahnliche Anfangsbedin-
gungen® zu dhnlichen Zielverteilungen fithren. Lediglich das Volumen der Verteilung
bleibt erhalten.
Im statistischen Gleichgewicht ist die Zahl der Ensembles in einem Zustand (¢aa, paa)
zeitunabhéngig.
Ipca
ot

=0={H,pac}

5.6 Hamilton-Jacobi-Theorie

Dem aufmerksamen Leser wird bereits aufgefallen sein, dass wir die Frage und ei-
gentliche Motivation zur Einfithrung der kanonischen Transformationen in Kapitel 5.2
noch nicht beantwortet haben: Wie findet man eine Transformation, so dass die Bewe-
gungsgleichungen moglichst einfach werden? Mit der Theorie, die uns inzwischen zur
Verfiigung steht, stellt uns diese Fragestellung grundsétzlich vor keine grofien Proble-
me.

Wir suchen eine kanonische Transformation, so dass die transformierte Hamilton-
funktion K konstant — ohne Einschriankung fordern wir: gleich Null — ist. Dafiir beno-
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tigen wir eine Erzeugende

0S8 08
S(q, P,t) := Fy(q, P,t == -
<Qa ’ ) Q(Q7 5 ) Pk aqka Qk 3Pk
mit 93
H t)+ — =0.
(@p:t) + 5
Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
. 0K . 0K
Qk op, =0 D 90,

liefern 2N Konstanten, die sich aus Anfangsbedingungen bestimmen lassen. Sdmtliche
Informationen tiber die Zeitentwicklung des Systems steckt in der Erzeugenden S, die
die partielle Differentialgleichung

a5 o
k

(Hamilton-Jacobi-Gleichung) erfilllen muss. Dabei ist S(q, P,t) = S(q,t) jetzt eine
Funktion von nur noch N + 1 unabhéngigen Variablen. Die allgemeine Losung enthélt
N + 1 Integrationskonstanten, von denen eine additiv ist (wegen der Invarianz der
Hamilton-Jacobi-Gleichung unter S — S + const) und die {ibrigen N die Py’s sind.

5.6.1 Separationsansatz fiir zeitunabhangigen Hamiltonian
Unter der Voraussetzung, dass
ddH  0H _ 0
at ot
gilt, kann man einen Separationsansatz fiir S machen.

S(q, P,t) = W(q, P) + T(t)

Dann ergibt Einsetzen in die Hamilton-Jacobi-Gleichung

y oW owy or_|
q1,---5,4N, aqla"'van ot -
oT ow
—at—H<,8q>—.E—COnSt

=>T=-FE-t

und man erhélt eine neue partielle Differentialgleichung fir W
ow
H — | =F
(q’ dq >
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(stationdre Hamilton-Jacobi-Gleichung).
W erzeugt natiirlich auch eine kanonische Transformation vom Typ 2 mit der un-
verdnderten Hamiltonfunktion

oW
K=H+ —=H=F.
o

E ist einer der N freien Parameter in der Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung, wir
koénnen z.B. P; = E wihlen. Daraus folgt mit den Bewegungsgleichungen

Q=—--=1

oF
Q —t—l—const—a—w
' ~ 9E

wobei die letzte Identitdt aus der kanonischen Transformation stammt. Das heifit also,
dass unter dieser Transformation die Zeit zur Energie kanonisch konjugiert ist.

5.6.2 Beispiele
folgen
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6 Gekoppelte Schwingungen,
nichtlineare Dynamik

In diesem Kapitel widmen wir uns konservativen mechanischen Systemen mit N Frei-
heitsgraden und einem Potential, das beispielsweise die Wechselwirkungen zwischen
den Teilchen beschreibt

1
Vigi,....an) = 3 > (g —q5)
i#]

Der Gleichgewichtszustand zeichnet sich dadurch aus, dass die generalisierten Krifte
(1.4) verschwinden

2%

fk:iaiqk

)

9=4qo0
dass also die potentielle Energie extremal ist (minimal fur stabiles Gleichgewicht).

Im letzten Kapitel war eine Abweichung von ¢g durch die Zwangsbedingungen ausge-
schlossen. Jetzt wollen wir solche Abweichungen explizit betrachten.

6.1 kleine Schwingungen
Dafiir entwickelt man das Potential V' um die Gleichgewichtslage (qx = qr,0 + 7x)-

ov 1 0%V

7, qon 5 9g0a| ™" (n?)
——

q0

Vig) = Vi) +

const

=0
Die fithrende Ordnung fir V ist also

1 o*V

Vo= SVinimg, Vi = 90,94,

q0
Nehmen wir an, dass die kinetische Energie quadratisch in den generalisierten Ge-
schwindigkeiten ist, kann man sie durch

1 o 1 ..
T = 5Mijlidy = imij((h» o qN) 4G

1. ..
~ iTijninja Tij = mij(q1,0,---,4N0)
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6 Gekoppelte Schwingungen, nichtlineare Dynamik

ausdriicken, womit sich die Lagrange-Funktion zu
1 ..
L=T-V= §(Tz‘j77mj — Vigning)
ergibt. Die Bewegungsgleichungen lauten dann

i _d
577i7dt

. .. ! .
Tigng + Vigny =| Tigiyy + Vign; =0 i=1,...,N (6.1)

und sind N gekoppelte lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Physikalisch erwartet man eine Schwingung um die Gleichgewichtslage, deshalb kann
man einen Ansatz
N = aiei(wt+5)
wahlen, wobei die Bewegung nur vom Realteil beschrieben wird und die Frequenz w
fiir alle Koordinaten gleich sein soll.
Eingesetzt in die Bewegungsgleichung (6.1) erhélt man

(Vij = w*Tij)a; =0, i=1,...,N,

ein verallgemeinertes Eigenwertproblem fiir w?. Es gibt eine nichttriviale Losung a; #
0, falls
det(V — w?T) =0 (6.2)

gilt. Dabei ist die linke Seite der Gleichung ein Polynom vom Grad N in w? (insbe-
sondere mit N Nullstellen). Die Losungen von (6.2) nennen wir w™). Weil (V;;) und
(T;;) (?) symmetrisch sind, sind die Eigenwerte (w(™)? reell und weil T' positiv semi-
definit ist sogar positiv. Die agn) sind als Losungen homogener Gleichungen mit reellen
Koeffizienten ebenfalls reell.

Die Eigenvektoren bilden (bei geeigneter Normierung) eine Orthonormalbasis be-
ziiglich T, es gilt also

(n)
a; TiJ j

und 7T induziert eine ,,Metrik“ fiir das Skalarprodukt der a§-n).

Bisher wurden Schwingungen mit einer einzigen Frequenz w(™ als Losungen verlangt
— die sogenannten Normalmoden. Wegen der Existenz einer Orthogonalbasis lasst sich
jedoch jeder Schwingungszustand durch Normalmoden ausdriicken. Hat man Anfangs-
bedingungen
n(t=0)=> AMa{ A e,
n

so ist die Losung im Schwingungsansatz

n iw(™
() = 30 A

n

also eine iiberlagerte Schwingung. Fiir die Amplituden gilt

AM = T5a "t = 0)

i

65
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(kann man durch Einsetzen von n und Verwenden der Orthogonalitét nachrechnen).
Man definiert nun die Normalkoordinaten

p™(t) :=Re (A(")eiw(mt) )
mit denen die physikalische Bewegung als
Re(n;)(t) = Y af"p™ (1)

geschrieben werden kann. In diesen Koordinaten ergibt sich die Lagrange-Funktion

(wie?) zu
£= 5 {0 - @)

Das ist die Lagrange-Funktion von N unabhéngigen harmonischen Oszillatoren! Wir
haben durch den Ansatz die Freiheitsgrade entkoppelt und so ein System harmonischer
Schwingungen erhalten.

6.1.1 Beispiel lineare Kette

Das Beispiel, was bei dieser Thematik am naheliegendsten ist, ist wohl die schwingende
Saite. Wir modellieren sie durch eine diskrete Masseverteilung, wobei jeder der N
Massepunkte mit seinen Nachbarn {iber eine ,Feder“ verbunden ist. Die Massepunkte
sollen auflerdem in der Ruhelage dquidistant sein.

Abbildung 6.1: Modell der linearen Kette: N verbundene Massepunkte

Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 6.1 ist die kinetische Energie

und tiber Pythagoras ist der Abstand zwischen zwei Massepunkten

1 2
~d+ ﬁ(ykJrl )

[N

Al = (d* + (ye1 — yr)?)
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wobei die Taylor-Entwicklung fiir kleine Auslenkungen yr4+1 — yi ausgefithrt wurde.
Zusammen mit der Saitenspannung (Federkonstante) 7 und der Randbedingung yo =
yn+1 = 0 gilt dann

N

.

~ 94 Z Y1 — yr)?
k=0

Die Matrizen T,V kann man jetzt ausrechnen:

T:’I”I’L]IN7 V=

SHE

2 — mw? -3 0
_zT 2T _mw? =T

d d d 63)

i : =0 .

0 —d
und die Gleichung fiir die Normalmoden lautet

—mw?ay, + 2—Ta — a1 — Zag_1=0 (6.4)

R A L .

(Matrix V — w?T mit (ax) multiplizieren und die Spalten summieren). Das ist eine
lineare Gleichung mit k unabhédngigen Koeffizienten, weshalb man unweigerlich und
vollig offensichtlich auf einen Fourier-Ansatz gefithrt wird.

a€R

i (ky—5
ap = ae’F1=9),

Dabei sind v, § Konstanten, die wir den Randbedingungen entsprechend wéhlen:

Re(ag) =0 = a Re(e™®) =0
T
d=—
R
Re(ans1) = 0= a Re(e(V+D1=3))y =0
=sin(N+1)y)=0

Das liefert folgende mogliche Losungen fir ~.

m)y_ _T
N +1

gl n
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Abbildung 6.2: Die ersten fiinf Normalmoden

Setzt man den Fourier-Ansatz fiir a; in die Gleichung fiir die Normalmoden (6.4)
ein, so erhélt man

<2T _ mwz) actt1=) T (40419 4 gitte=1n-0)) — g

2 _ 2) _ T (i -7\ —
=>(d mw) d(e +e )—O

2 4
= w? = —T(l —cosy) = T sin2
md m

Jetzt kann man 7 einsetzen und erhalt

o™ —o [ T gy
TNV omd T 2(N+1)

Vor der Losung des Eigenwertproblems mittels Determinante haben wir uns jetzt ge-
driickt. Theoretisch miissten diese Losungen aber auch (6.3) erfiillen.
Das Resultat kann man jetzt in den urspriinglichen Ansatz einsetzen

: n k
Yk = ZRe (A(”)ake“"( )t) ~ cos(w™t) sin <N1n1>

Der zeitunabhédngigen Sinus-Term (eine ortsabhéngige Einhiillende der Schwingung)
ist in Abbildung 6.2 zu sehen.
6.2 Parametrische Resonanz
Die Bewegungsgleichung eines gewohnlichen harmonischen Oszillators lautet
j+w?q=0. (6.5)

Ein allgemeinerer Typ Bewegungsgleichungen ist der der Hillschen Gleichung

G+alt)g+0b(t)g=0
a(t+T)=a(t), bt+T)=>t)
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mit zeitabhédngigen, aber periodischen Koeffizienten a,b. Die Gleichung ist invariant
unter Verschiebung der Zeit um 7. Beispiele fiir solche Bewegungsgleichungen sind
Systeme mit periodischem Antrieb und werden spéter explizit ausgerechnet.

Wie man (6.6) 16sen kann ist Inhalt des Floguet- Theorems (in der Fextkorperphysik
auch Bloch-Theorem): Es existieren komplexe Losungen von (6.6) mit

q(t) = P(t)e™, (6.7)

wobei P eine T-periodische Funktion und p der sogenannte charakteristische Exponent
ist. Die eigentliche Formulierung des Floquet-Theorems bezieht sich auf Differential-
gleichungssysteme erster Ordnung und hantiert mit Matrixexponentialen und Funda-
mentalmatrizen. Ich bin mir sicher, dass ich das irgendwann auch verstehen werde.

Weil (6.6) eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, ist die Losung ein-
deutig festgelegt durch die Anfangsbedingungen ¢(0), ¢(0). Wegen der Linearitét lassen
sich beliebige Losungen durch Linearkombination von zwei unabhéngigen Loésungen
darstellen, beispielsweise mit den Anfangsbedingungen

und der Linearkombination

q(t) = q(0)qa(t) + ¢(0)gn(t).
Betrachtet man das System nach einer Periode T der Koeffizienten erneut, findet

e 4(T) = q4(T)q(0) + q5(T)i(0) =: ag(0) + Fg(0)
§(T) = 44(T)a(0) + d5(T)d(0) =: 14(0) + 54(0)

()., )G

=M

Die Eintrige der so definierten Matrix M miissen in der Regel numerisch! bestimmt
werden. Wegen der Invarianz von (6.6) unter Verschiebung des Zeitursprungs um 7'

gilt sogar
(0),mr =207 0)
9/ t=n1 9/ 1=0

und die Stabilitdt der Losung kann an den Eigenwerten von M abgelesen werden.
Das liegt darin begriindet, dass die Losung nur stabil ist, wenn kein Eintrag von M"™
unbeschrénkt ist. Bekanntermaflen rechnet man die Matrixpotenz am geschicktesten
aus, indem man die Matrix durch M = U~!DU auf Diagonalform bringt (mit den
Eigenwerten auf der Diagonale). Dann gilt nimlich M™ = U~ D"U und es gehen nur
noch Potenzen der Eigenwerte ein.

I'manche Leute lesen hier auch unwirsch, was die Sache auch gut beschreibt
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Aus dem Liouville-Theorem folgt (wie?), dass det M = 1 ist, falls kein Ddmpfungs-
term vorhanden ist. Dann berechnet man die Eigenwerte \ mit

a— A 153
y 0—A
= (@=A)(0 =)= By=0
=N —(a+H)A+ad—py=0
—_——

——
=SpurM =det M=1

M 1
:>)\:Sp1;r :I:q/Z(SpurM)Q—l

Im Wesentlichen sind jetzt zwei Félle zu unterscheiden. Ist SpurM < 2, so sind die

FEigenwerte komplex mit
M 1
A= Squr +iy/1— E(SpurJ\/[)2

(die beiden Eigenwerte sind also komplex konjugiert) und |A| = 1. In diesem Fall haben

wir gerade eine stabile Losung vorliegen. Falls jedoch SpurM > 2 gilt, so sind beide

Eigenwerte reell und einer von ihnen ist grofler als 1 (das Produkt aus beiden ist 1).

Dementsprechend wéachst A™ beliebig an und es liegt eine instabile Losung vor.
Wihlt man im stabilen Fall die Konstante p in (6.7) so, dass

-

A =T

gilt, so hat man eine Losung gefunden (warum? wahlt man zwei Konstanten?).

6.2.1 Beispiel: Federpendel mit oszillierendem Aufhangepunkt

Wir variieren die Bewegungsgleichung des Federpendels (6.5), um die zeitabhéngige
Auslenkung am Aufhingepunkt einzubringen:

Dabei wurde durch eine Reskalierung der Zeit w? = -~ = 1 gewdhlt. Fiir diese Dif-
ferentialgleichung muss man (theoretisch) keine numerische Losung wéhlen, weil sich
die Matrix M analytisch bestimmen l&sst. Weder ich noch mein Kumpel Mathematica
haben das leider geschafft — gliicklicherweise kenne ich die Matrix jedoch.

1

M(T cosI'_ i sinI'_ cosI'y ﬁ sin'y
(T,r) = \/IITT sin'_ cosT'_ ' \/% siny cosT'y

T
mit Fizx/lﬂ:’r§
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6 Gekoppelte Schwingungen, nichtlineare Dynamik

T(x]

2.0

1.5 —
///

///
1.0+
0.5
.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Abbildung 6.3: Das Federpendel wird bei der Eigenfrequenz (7' = 27) und der doppel-
ten Eigenfrequenz (T = 7) des ungestorten Systems instabil.

Damit kann man die Spur

1
§SpurM(T, r) =cosI'y cosT_ — sinTy sinT'_

1
V1—r2
ausrechnen und in Abbildung 6.3 sieht man die Bereiche, in denen sich das System
aufschaukelt und instabil ist.

6.2.2 Beispiel: Fadenpendel mit oszillierendem Aufhangepunkt

Der Aufhidngepunkt eines Fadenpendel oszilliere in vertikaler Richtung mit der Aus-
lenkung Y (t) = Y{ cos Qt. Fir kleine Auslenkungen 6 des Pendels gilt dann

z =1sinf ~ [0
l
y=Y(@t)+1(1—cosf) =Y(t)+ 592
und fiir die kinetische Energie gilt

T= %(ac? +97) = %(Pé? + 21V 00)

(hohere Ordnungen in 0,0,Y werden vernachlissigt). Mit V' = mgy findet man die
Euler-Lagrange-Gleichung

o(T — | .
%éo = 0+7(g+Y)9:0.
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6 Gekoppelte Schwingungen, nichtlineare Dynamik

Nach einer Reskalierung der Zeit 7 = % erhélt man

4drr T\1

%0 2w \ 2 2Y,
— @+(a72qc0527)9:0, a<90> >0,w0\/§,q lO

2 32 2
@7 d7% (g Yol cos27>00

(Mathieu-Gleichung). Sie beschreibt eine ganze Klasse von Problemen, in der Quan-
tenmechanik beispielsweise Teilchen in einem periodischen Potential.

Der Parameter a gibt das Verhéltnis von Eigenfrequenz und Frequenz der Aufhin-
gung an und ist hier immer positiv. Fiir a = 1 (Antrieb mit doppelter Eigenfrequenz)
ist das System immer instabil (,,parametrische Resonanz*). Weitere Instabilitiaten sind
bei Q = 2% zu finden. Je gréfler die Amplitude der Anregung g ist, desto gréfler sind
die Bereiche der Instabilitét.

Fir den Fall a < 0 (z.B. invertiertes Pendel) gibt es stabile Losungen fir Q >
wo und ¢ grof genug (kennt man vom Balancieren eines Besenstiels). Gibt es einen
Déampfungsterm, so treten die Instabilitdten erst bei hinreichend grofler Amplitude ¢
auf (auch Anregung mit a = 1 ist dann mdoglich).

6.3 Anharmonische Oszillatoren

Ein relativ simples Modell fiir einen Oszillator, der nichtlineare Terme in der Bewe-
gungsgleichung enthalt, ist der Duffing-Oszillator, der durch die Gleichung

G+7q+wiq+eq® = feoswt (6.8)

beschrieben wird. Dabei ist die rechte Seite der Gleichung ein periodischer Antrieb
des Oszillators und fiir € = 0 erhélt man einen harmonischen geddmpften Oszillator.
In diesem Fall schwingt das System nach dem Einschwingvorgang mit der Frequenz w
des Erregers. Der Resonanzfall liegt dann bei w, = {/w§ — 7 (bei geringer Dampfung
Resonanzkatastrophe).

Nach Kapitel 3.1.1 ist fiir den Fall € # 0 die Eigenfrequenz eine Funktion der Energie
und fiir w = wy sind stabile Oszillationen (auch ohne Dampfung) moglich.

6.3.1 harmonische Losung

Um (6.8) im ddmpfungsfreien Fall (v = 0) zu 16sen nehmen wir an, dass die Losung
periodisch ist. Wegen der Dampfungsfreiheit soll die Losung ferner invariant unter
Zeitumkehr sein. Das legt nahe, die Losung als Uberlagerung von kosinusférmigen
Schwingungen darzustellen (Entwicklung in einer Fourier-Reihe):

q(t) = Z Agpt1 (w) cos((2n + 1)wt)
n=0
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6 Gekoppelte Schwingungen, nichtlineare Dynamik

Man kann durch numerische Berechnungen feststellen, dass dabei fiir die Koeffizienten
gilt A1 > Az > ..., so dass die ersten beiden Terme die Dominanten sind. Unter
Ausnutzung der Identitéit cos®z = 5(3 cosx + cos3x) kann man den Ansatz in die
Bewegungsgleichung einsetzen und erhélt

(wo — w?) A coswt + (w2 — 9w?) Az cos 3wt + ...

3 1
+e€ <4A£I’ coswt + ZA? cos 3wt + .. ) = fcoswt.

Die Terme proportional zu cosnwt miissen einzeln verschwinden (weil man sie durch
Fourier-Analyse trennen kann). Deshalb gilt

3
(w2 — w?) Ay + ZEA? =fl, (W2 —9uw?)As+ 2,4? =0 (6.9)

Entwickelt man die Fourier-Reihe bis zu héheren Ordnungen (insbesondere tauchen
dann in der groBen Klammer auch gemischte Terme wie A2A3 auf), erhilt man Lo-
sungen hoherer Genauigkeit.

6.3.2 Storungstheorie
Fiir den Ansatz aus der Storungstheorie schreiben wir (6.8) um:
éj—!—qu:u{(wQ —wi)q — eq® + fcoswt} (6.10)

Diese Gleichung stimmt fiir 4 = 1 mit dem Duffing-Oszillator iiberein, fir p < 1
ist das eine kleine Storung der homogenen Gleichung des harmonischen Oszillators
mit Frequenz w (nicht wg!). Eigentlich erscheint der Ansatz, den man im Folgenden
macht, nur fir kleine Stérungen sinnvoll. Erstaunlicherweise fithrt das aber auch fir
den Duffing-Oszillator zu sinnvollen Ergebnissen. Der genannte Ansatz lautet jetzt

q(t) = qo(t) + pa(t) + pPge(t) + . ..

Lost man mit diesem Ansatz alleine die Bewegungsgleichungen (und trennt dabei die
Potenzen von p), so erhdlt man sdkulare (nichtperiodische) Terme. Um diese Terme
wieder aus der Losung herauszubekommen, brauchen wir zusétzliche Variablen, die
wir so wahlen, dass die unerwiinschten Terme herausfallen.

Eine Moglichkeit besteht darin, die Frequenz w ebenfalls in p zu entwickeln und einen
Variablenwechsel ¢ — 7 = w(u)t durchzufithren (Lindstedt-Poincaré). Eine andere
Moglichkeit, die hier gerechnet werden soll, ist, eine Phasenverschiebung ¢ zwischen
duBerer Kraft und Auslenkung einzubauen. Diese Phasenverschiebung entwickelt man
ebenfalls in p

S(p) = 6o + pdy + p26% + ...

und fithrt wieder einen Variablenwechsel t — 7 = wt — d(u) durch. Die Bewegungsglei-
chung (6.10) hat nach dem Variablenwechsel die Form

f

w?

2

. w, €
q+q=u<1—wg)q—uw2q3+u cos(7 + 0(u))
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6 Gekoppelte Schwingungen, nichtlineare Dynamik

d
(g ist jetzt d—q) Setzt man jetzt die Entwicklung von ¢ und § in p ein (mit Entwicklung
T

von cos(7 + 9)) und lisst die Potenzen von p einzeln verschwinden, so erhilt man die
Gleichungen

Go+q =0

2
. w
G +aq= <1w2
w3
2

1 .
Go + qo = <1 - > q1 — = (3eq(2)q1 + 81 f sin(T + 50))

€ f
> qo0 — qu + ECOS(T+(50)

Mit den Anfangsbedingungen ¢;(¢t = 0) = 0 kann man die Losung der ersten Gleichung
direkt hinschreiben:
qo(T) = AjcosT

3

Nach Einsetzen in die zweite Gleichung und wieder Benutzung von cos® z = i(?) cosx+

cos 3z) findet man

wh
G +q = (1— w2> AjcosT

1 3 1
- <4eA1 cosT — fcosdpcosT + ieA:l3 cos 3T + [ sin dg sin T)
w
Da fiir die Differentialgleichung

Z+x=acost+bsint, z(0)=0

die allgemeine Losung
1
z(t) = 5((0 — bt 4+ 2C) cost + (b + at) sint)

lautet (also sekulédr ist), miissen die Koeffizienten von sin7 und cost verschwinden
(cos 37 macht keine Probleme). Daraus erhélt man einerseits

sindg = 0 = cosdg =1

und andererseits 3
(w? —wd)A; — ZGA‘;’ +f=0

(vgl. (6.9)). Die fiihrende Ordnung stimmt also (bis auf die Phasenverschiebung) mit
der fithrenden Ordnung der harmonischen Approximation iiberein.
Als verbleibende Bewegungsgleichung fiir ¢; haben wir dann

€

1 A3 cos 3T
w

G1+q =

mit der Losung
€
32w?

spezielle Losung

q1(1) = BycosT + A3 cos 37

homog. Teil
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6 Gekoppelte Schwingungen, nichtlineare Dynamik

Die Integrationskonstante B; bestimmen wir durch die Forderung, dass auch in der
Bewegungsgleichung fiir ¢o die sdkularen Terme verschwinden miissen.

51:0

Die verbleibende Gleichung fiir go enthélt auch die fiinfte Harmonische ~ cos 57.

Insgesamt haben wir herausgefunden, dass die Phasenverschiebung (zumindest in
den ersten beiden Ordnungen) verschwindet und fiir g = 1 (wir wollten ja eigentlich
den Duffing-Oszillator 16sen) erhélt man eine gendherte Losung durch

q(t) = qo(t) + a1 (t) + ¢2(b),

wobei wir festgestellt haben, dass diese Losungen gerade Fourierreihen sind. Stimmen
die Koeffizienten mit denen aus dem Fourier-Ansatz iiberein? Insgesamt ist mir der
Einsatz der Stérungsrechnung an diesem Beispiel noch nicht ganz klar.

6.3.3 sub-harmonische Schwingungen

In diesem Abschnitt wollen wir iiberlegen, ob der ungedédmpfte Duffing-Oszillator mit
einer subharmonischen Frequenz (also #,n € N) stabil schwingen kann. Man sub-
stituiert dafiir wieder 7 = wt, ldsst den Antrieb aber mit 3w oszillieren, so dass die
Bewegungsgleichung

w2i+ w%q +eq® = fcos3r
lautet. Als Ansatz fiir die subharmonische Schwingung wéhlt man

qo = AcosT + BsinT + cos 37.

w3 — 9Juw?
Das Einsetzen in die Bewegungsgleichung fithrt zu langen Termen (wegen der dritten
Potenz), durch die Forderung, dass sdkulare Terme (~ sin 7, cos 7) verschwinden, findet
man zwei Gleichungen fiir die Amplituden A und B. Eine Losung existiert fir B = 0
— dann ist die Losung fiir A

f

_ D(f)
A = - 2(w? — 9w?) V3

mit D(f) = 1625 — 21 Loy > 0 (damit A € R).

Um die Stabilitat dieser Losungen zu iiberpriifen, entwickelt man die Bewegungsglei-
chung um qq: ¢ = qo+&. Damit erhélt man eine Form der Hillschen Differentialgleichung
fiir die Storung &. ‘

W€ + (wf + 3eqf)§ =0
Diese Differentialgleichung kann man wie gehabt geméfl dem Floquet-Theorem unter-
suchen und dabei findet man, dass die Losung fir A mit + vor der Wurzel (in der
Grafik die obere, rote Kurve) eine stabile Losung zuldsst. Wir haben also tatséchlich
eine stabile Oszillation mit einem Drittel der antreibenden Frequenz gefunden.
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6 Gekoppelte Schwingungen, nichtlineare Dynamik

f

Abbildung 6.4: Amplitude der subharmonischen Schwingung A in Abhéngigkeit von
der Amplitude der Anregung f

6.4 Jenseits Storungsrechnung,
Poincaré-Birkhoff-Theorem

Aufgrund von Unverstdndnis meinerseits iiberspringe ich dieses Kapitel zunéchst. Was
das Poincaré-Birkhoff-Theorem genau ist, wird ohnehin nicht im Skript genannt. ..

76



7 Spezielle Relativitat

Die Newtonsche Mechanik funktioniert in jedem Inertialsystem, insbesondere also in
einem System, das sich relativ zum Beobachter mit konstanter Geschwindigkeit v in
positive z-Richtung bewegt. Uber die Galilei-Transformation héingen die Koordinaten
in beiden Systemen zusammen.

V=t 2’ =x—ut

yl:y ZI:Z

Die Zeit ist also in allen Inertialsystemen gleich, aber Geschwindigkeiten transformie-
ren wie

0 =i — 7,
so dass es keine universellen Geschwindigkeiten gibt. Das widerspricht den Maxwell-
gleichungen, die eine universelle Geschwindigkeit zur Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen vorhersagen. In diesem Sinne hat Albert Einstein zwei Postulate aufgestellt,
aus denen sich die vollstandige spezielle Relativitdtstheorie herleiten lésst.

1. Die Gesetze der Physik sind fiir alle Beobachter in Inertialsystemen gleich.

2. Die Lichtgeschwindigkeit ist in allen Intertialsystemen gleich.

Wenn die Lichtgeschwindigkeit ohnehin eine Konstante ist, kann man sie auch gleich
moglichst einfach halten. Diesem Prinzip folgend wird in der Regel die Annahme ¢ = 1
getroffen. Dann werden Geschwindigkeiten in Vielfachen der Lichtgeschwindigkeit und
Léangen wie Zeiten in Einheiten der reziproken Energie gemessen.

7.1 Raum-Zeit-Diagramme

Um die Vorgénge bei Transformationen, die Einsteins Postulaten geniigen, zu ver-
deutlichen, greift man auf Raum-Zeit-Diagramme (auch: Minkowski-Diagramme) zu-
riick. Weiterhin lasst sich auch die Trajektorie eines Teilchens in einem Raum-Zeit-
Diagramm auftragen ( Weltlinie). Einen Punkt im Raum-Zeit-Diagramm (also ein paar
aus Zeit und Ort) nennt man Ereignis. Ublicherweise werden wir nur zweidimensio-
nale Diagramme betrachten (vierdimensionales Papier gibt es noch nicht), deshalb
reduzieren wir in der Regel die Zahl der Raumdimensionen auf 1. Durch die Wahl von
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7 Spezielle Relativitét

Abbildung 7.1: Weltlinie eines Lichtstrahls, der zur Zeit ¢ = 0 den Ursprung des Be-
zugssystems passiert

c = 1 ist die Weltlinie eines Lichtstrahls, der sich in positive z-Richtung ausbreitet, im
Raum-Zeit-Diagramm gerade die Winkelhalbierende mit Steigung 1.

Um herauszufinden, wie man Gréflen zwischen Inertialsystemen transformiert, so
dass Einsteins Postulate erfiillt sind, werden wir uns Gedankenexperimente zuhilfe
nehmen. Zunéichst sei ¥ ein Inertialsystem und ¥’ ein sich gleichméfig mit Geschwin-
digkeit v in positive z-Richtung bewegendes Inertialsystem. Auflerdem fordern wir,
dass zur Zeit ¢t =t = 0 die Urspriinge zusammenfallen (¢ = ¢’ gilt sonst im Allgemei-
nen nicht!).

Die Position des Ursprungs von ¥’ erfiillt also x = vt = -ct mit = 2 < 1in X. Die
Weltlinie von X’ (2’ = 0) ist also eine Gerade mit Steigung % > 1 in ¥ und nattirlich
die t-Achse in ¥'. Wir haben also die Lage der t'-Achse in ¥ bereits gefunden.

Wie verhélt es sich mit der Raum-Zeit-Trajektorie der z’-Achse? Wir nehmen an,
dass in ¥ zur Zeit ¢ = —L am Ursprung ein Lichtblitz in +2z-Richtung startet. Dann
erreicht er bei ¢ = 0 einen Spiegel bei 2’ = L und wird reflektiert, um schliellich zur
Zeit t' = L wieder am Ursprung anzukommen. Die Raum-Zeit-Diagramme dazu sieht
man in Abbildung 7.2.

In ¥ kennt man die Lage der ¢’-Achse, nicht jedoch den Abstand 7 der Ereignisse vom
Ursprung. Wir nennen den Punkt auf der ¢’-Achse, an dem der Lichtstrahl ausgesendet
wird, 79, den gegeniiberliegenden Punkt, an dem der Lichtstrahl wieder eintrifft 7;.
Man kann sie vektoriell ausdriicken durch

T

70,1 :q:\/m

Die Lichtstrahlen verbinden die beiden Ereignisse auf eindeutige Weise (Steigung 1) —

(6,1)
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[l
&
o
S

Abbildung 7.2: Weltlinien des Lichtstrahl in ¥’ (links) und in ¥ (rechts)

und an der Stelle des Richtungswechsels muss sich der Spiegel befinden.

T T

m(ﬁ7 1) + T(la 1) + S(—L 1) =+ m(ﬁv 1)
:>r:71+ﬂ T :71—ﬂ T
Demnach befindet sich der Spiegel am Punkt
(3. ) +7(1,1) = ———(1. )

/1+ﬁ2 /1+52

also auf einer Geraden mit Steigung /3. Dass er auch den Abstand 7 vom Ursprung hat,
war bereits geometrisch zu sehen: wir haben ein Dreieck im Thales-Kreis konstruiert. . .

Die Information, wie die Weltlinien der Koordinatenachsen eines bewegten Systems
aussehen, werden wir im Folgenden Abschnitt benutzen.

7.2 Lorentz-Transformation

Gesucht ist eine Koordinatentransformation zwischen ¥ und ¥/, die drei Bedingungen
erfiillt.

1. die t’-Achse ist in 3 parallel zur Geraden mit Richtung (3, 1)

2. die z’-Achse ist in ¥ parallel zur Geraden mit Richtung (1, 5)
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3. die Transformation ist linear, Geraden werden also wieder auf Geraden abgebildet

Der allgemeine Ansatz dafiir lautet

(z,t) =~(B) 2’ (1, 8) +7(B) '(8,1)
bzw. x=~(B8)x" +5(B)Bt', t=~(B)Bz" +F(B)t'

mit noch zu bestimmenden Skalenfaktoren v(3),5(3). Aus Symmetriegriinden hat die
Transformation (x,t) — (2',t") dieselbe Form bis auf die Ersetzung g — —§.

o' =y(=B)z —F(=B)Bt, t'=—y(-B)Bxr +F(-P)t

Uberlegt man sich, dass man beim Spiegelexperiment die Richtung des Lichtstrahls
(und des Spiegels) dndert, findet man

v(B) =~v(=8), (B)=7(-8)
Alles zusammengemixt ergibt zwei homogene Gleichungen fiir 2/t (alternativ auch
fir x, t).
o' =%z’ + Pt — Fypt - APt
t' = =B’ — B + AP’ + 77
Weil diese Gleichungen fiir beliebige z’,t’ gelten, miissen die Koeffizienten einzeln
verschwinden. Es folgen vier Gleichungen, aus denen man 7,7 bestimmen kann.

1-+*++438°=0
Wﬂ*Wzﬁ:O:}ﬁ_v_ L,
1+438° -3 =0

i
—?B+778=0

Damit haben wir die Lorentz- Transformation gefunden:

o' =z —pt) =7t pr)
x=~(x'+8t") t=~{ 4+ p2)

Wegen der Vorfaktoren nennt man den Effekt dieser Transformation auch Gamma-
Boost.

7.2.1 Relativistische Effekte

1. Zeit-Dilatation — Bewegte Uhren gehen langsamer

Eine Uhr befinde sich im Ursprung von ¥’ (2’ = 0). Ein in ¥ ruhender Beobachter
sieht diese Uhr geméfl den Transformationsgleichungen bei x = 5t. Die Zeit, die
sie anzeigt ist t' = y(t — %) = /1 — B2t = %t. Also ist ein Zeitintervall At’ auf
der t’-Achse in ¥ um den Faktor v > 1 langer.
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2. Lorentz-Kontraktion

Analog kann man den Fall betrachten, dass ein Stab in ¥ auf der z’-Achse ruht.
Misst man dort gleichzeitig die Orte beider Enden (At’ = 0), so erhélt man
die Ruhelinge Az’ = D’. Im Bezugssystem Y misst man ebenfalls gleichzeitig
(At = 0), uber die Transformationsgleichungen erhélt man jedoch Az = %Aw’ =

\/1— 2D’ — der Stab erscheint also verkiirzt.

Im Minkowski-Diagramm kann das ,,gleichzeitige Messen* durch eine Parallele
zur z-Achse (bzw. a’-Achse) durch den Zeitpunkt der Messung auf der ¢-Achse
(t'-Achse) visualisiert werden. Im Allgemeinen sind die Koordinatensysteme dort
ja nicht orthogonal (genauer: genau eines ist orthogonal — das des ruhenden
Bezugssystems).

3. Relativitat der Gleichzeitigkeit

Finden zwei Ereignisse in 3’ gleichzeitig (At' = 0) im rdumlichen Abstand D’
voneinander statt, so gilt in X: At = 8D’ = 5], es existiert also ein

= T

zeitlicher Abstand zwischen den Ereignissen.

4. Transformation von Flachen

Die Jacobi-Matrix der Lorentz-Transformation lautet

v —By 2 2,2
J = CdetJ =~2 — — 1.
(ﬂv v ) T
Deshalb gilt dz’dt’ = det(J)dzdt = dzdt, Flacheninhalte bleiben erhalten (not-

wendig fiir Aquivalenz von Inertialsystemen).

5. Richtungen senkrecht zum Boost

Um zu untersuchen, was mit Lingen passiert, die nicht in Bewegungsrichtung
der Systeme liegen, machen wir ein weiteres Gedankenexperiment. In Y’ steht
ein Spiegel im Abstand %y' vom Ursprung auf der 3’-Achse. Zu einem Zeitpunkt
t} wird ein Lichtstrahl am Ursprung erzeugt, der am Spiegel reflektiert wird und
zu einer spéteren Zeit t5, wieder am Ursprung ankommt. Dann gilt offensichtlich
cAt = Ay,

Im ungestrichenen Bezugssystem ¥ betrachten wir die Ereignisse im Ursprung
von Y. Die Zeit zwischen ihnen betragt At = yAt’. Aus Sicht eines Beobachters
in ¥ bewegt sich der Lichtstrahl nicht nur eine Strecke Ay in y-Richtung, sondern
auch um die Strecke vAt in z-Richtung. Die Gesamtstrecke ist also

(Ay)? + v2At? = At wegen Postulat 2

1
— cAt = ——Ay = vAy
V- 7
Zusammen mit der Zeitdilatation erhalt man vAy = cAt = cyAt’ = yvAy’, also

Ay = Ay'. Langen senkrecht zur Bewegungsrichtung sind somit nicht von der
Lorentz-Transformation betroffen.
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Mit dem letzten Effekt ist es nun moglich, die Transformation vektoriell zu verall-

—

gemeinern. Dafiir sei § = g . Dann gilt

Il
=
_|_

t=y(t—F-7), (1) = Byt

7.2.2 Poincaré-Transformation
Die allgemeine Transformation zwischen (ct,7) = & und (ct’,7) = 7’ lautet
F=AN-Z+a.

Dabei beschreibt der erste Summand eine homogene Lorentz-Transformation und der
Zweite eine Translation in der Raumzeit. Fiir einen Boost in z-Richtung hat A die
Form

vy =By 00
-8By ~ 00
A=1 g 0 1 0

0 0 0 1

Die allgemeinste homogene Lorentz-Transformation beriicksichtigt eine mogliche
rdumliche Drehung der Koordinatensysteme (vgl. Kapitel 4)

1| 0

A=A A=A, A, A=

0 | Drehmatrix

7.3 Vierer-Notation

Abweichend von der Konvention im vorigen Kapitel schleppen wir hier (insbesondere
im nédchsten Abschnitt tiber Kréafte) doch wieder Faktoren ¢ mit. Das ist weder kon-
sistent noch logisch, aber in Anbetracht meiner Priifung bei Herrn Frahm werde ich
das genauso handhaben. An einigen Stellen werde ich beide Formulierungen angeben,
um die Eleganz der natiirlichen Einheiten zu betonen.

7.3.1 Der metrische Tensor

Wie bereits gesagt, ldsst sich ein Ereignis in der Raumzeit durch vier Koordinaten

(ct,z,y,2) = (2%, 21,22, 2%) in einem Bezugssystem ¥ angeben. Kurz schreibt man

auch z# (p = 0,1,2,3). Man definiert durch

9= (9ap) = »
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den metrischen Tensor (Minkowski-Metrik). Manchmal findet man auch die Definition
mit anderem Vorzeichen, das macht keinen Unterschied. Durch g wird so etwas wie
ein (nicht positiv definites) Skalarprodukt induziert. Fiir zwei Vektoren u,v in der
Raumzeit kann man schreiben

u-v = uagaﬁvﬁ

insbesondere findet man fiir die kanonische Basis (e, €1, €2, €3) der Raumzeit, dass
€q €8 = Jap
gilt. Das Skalarprodukt der Differenz zweier Ereignisse Azt = 2/ — 2y ist
(As) = (A2%)? — (Az")? — (Az)? — (Ac®)? = (Aa®)? — (A2,

Dieses Skalarprodukt (der ,Abstand“ zweier Ereignisse) ist lorentz-invariant. Dass
bei Rotationen nichts passiert, ist klar, weil (A7)? invariant unter Rotationen ist. Es
geniigt also, einen Boost in z-Richtung zu betrachten:

, , 12 , 12
(Az%)? = (Azh)? = [y(AzY + Azt )] - [7(Ax1 + BAZ” )]
= (A2”)? — (Axt)?
Fiir den Abstand gibt es drei Félle, die zu unterscheiden sind.

1. (As)? > 0 (,zeitartig®):

Es gibt ein Bezugssystem, in dem die Ereignisse am selben Ort mit einer Zeit-
differenz von /(As)? stattfinden.

2. (As)? =0 (,lichtartig®):
Die Ereignisse lassen sich durch einen Lichtstrahl verbinden.
3. (As)? <0 (,raumartig“):

Es gibt ein Bezugssystem, in dem die Ereignisse gleichzeitig an verschiedenen
Orten stattfinden.

7.3.2 ko- und kontravariante Vierervektoren

Man definiert jetzt: Ein vierelementiger Vektor v* heifit (kontravarianter) Vierervektor,
falls er bei Wechsel in ein anderes Inertialsystem durch die Lorentz-Transformation
transformiert wird (wenn er also wie Ereignisse transformiert). Aquivalent dazu ist,
dass das Skalarprodukt von v* mit einem Vierervektor u* lorentz-invariant ist.

Zu jedem Vierervektor v® gibt es einen kovarianten Vektor

Vg = Gap¥"

aus dem Dualraum der Raumzeit (eine Linearform auf der Raumzeit). Umgekehrt ist
vP = ¢g*Pv, mit der inversen Metrik ¢*% = Jap (g ist selbstinvers). Damit ldsst sich
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7 Spezielle Relativitét

das Skalarprodukt stets schreiben als u - v = u®v, = u,v®. Es sollte daher ab sofort
nur noch (Ausnahmen bestétigen die Regel!) iiber Indizes, die nicht auf gleicher Hohe
stehen, summiert werden.

Die Bewegung eines Objektes ist eine eindimensionale Kurve

Pides (@O0, a (V)22 (V)23 (A) (7.1)

in der Raumzeit. Im Fall nichtverschwindende Masse gibt es zu jedem Zeitpunkt ein
Inertialsystem, in dem das Objekt ruht (der Abstand zum Raumzeitpunkt vor einer
infinitesimalen Zeit dt ist zeitartig). Die Zeit in diesem Intertialsystem heifit Eigenzeit
7 und wird zur Parametrisierung der Kurve (7.1) herangezogen. Gemafl der Zeitdila-
tation gilt dt = ydr, dariiber kann man die Vierergeschwindigkeit

_ da¥ d

O E(Ctﬂ") = (e, )

ut =
mit der rdumlichen Geschwindigkeit ¢’ definieren. Fiir den Betrag der Vierergeschwin-
digkeit gilt

u-u=~3(c* — (V)% =&

Das ist interessant: Jedes (massive) Teilchen bewegt sich mit Lichtgeschwindigkeit in
der Raumzeit. Das gibt eine Interpretation der Zeitdilatation. Bewegt sich ein Teilchen
in einer rdumlichen Dimension, erhéht sich seine Geschwindigkeit entlang der Zeitach-
se (Raum und Zeit gehen mit entgegengesetztem Vorzeichen ein). Fiir das Teilchen
vergeht die Zeit also langsamer.

Aus der Vierergeschwindigkeit kann man auch den Viererimpuls (auch Energie-
Impuls-Vektor) gewinnen.

E
P =mu = (yme,ymv) = <,ﬁ)
c

mit der Energie £ = ymc? und dem relativistischen Impuls 7 = ym@. Aus p-p = m?c?
2
und p-p = 5—2 — (p)? folgt die Energie-Impuls-Beziehung

E2 —_ m2c4 + (@202.

In natiirlichen Einheiten sieht einerseits die Aquivalenz von Energie und Masse viel
einleuchtender aus (E = ym bzw. nichtrelativistisch sogar £ = m), andererseits ver-
einfacht sich auch die Energie-Impuls-Beziehung zu E? = m? + (p)2.

Fasst man die kinetische Energie als Differenz von Gesamtenergie und Ruheenergie
auf, so folgt fiir die relativistische kinetische Energie

T =E —mc* = (y — 1)mc?

Kurzer Test: Fiir v < cist T = 2mv?+0O(8), man erhilt also den nichtrelativistischen
Fall.
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7 Spezielle Relativitét

Fir o* = (% .2 —V) = % und den gewthnlichen Ereignis-Vierervektor z# gilt

a'x_@ dr Oy 0z

in jedem Inertialsystem. Nach Definition ist 9* also ein Vierervektor (der Vierergradi-
ent).
Nach dem ersten Postulat muss die Kontinuitatsgleichung in jedem Inertialsystem
gelten.
Op+V-j=0&0-j=0

-,

mit der Viererstromdichte j* = (c- p,j).
Auch die Lorenzeichung fiir elektromagnetische Potentiale muss in jedem Inertial-

system gelten.

1

2

0 .
—0+V- A=00-A=0
ot

mit dem Viererpotential A" = (%fl‘)

7.4 Krifte, kovariante Formulierung der
Maxwell-Gleichungen

Die Newtonsche Formulierung der Mechanik galt in Systemen mit v < c¢. Natiirlich
mochte man auch unter der Annahme der zwei Postulate mechanische Probleme l6sen
kénnen. Wir suchen deshalb eine kovariante Form des Kraftgesetzes

= d
Als Voraussetzung nehmen wir an, dass die Maxwellgleichungen die elektromagne-
tische Theorie korrekt beschreiben. Wir versuchen deshalb zunichst, die Maxwell-
gleichungen kovariant zu formulieren. Die Wellengleichungen fiir elektromagnetische
Potentiale lauten

mY LIy S 2Y SN
_C28t2 _IU’OJ
1 09? 9 1

1
€0 /40

bzw. mit den definierten Vierervektoren aus dem vorigen Abschnitt und ¢ =

AR = (8,0")A* = pg - j*
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7 Spezielle Relativitét

Die Lorentz-Kraft kann man mit den Potentialen @, A wie folgt formulieren.

F=q(E+7xB)

[ oA\ B

[ . 04 B

i Cd d. 1d.
=q _*V(‘I’*v' ) — th(T,t)] BT

Eine ,naheliegende“ kovariante Verallgemeinerung des Kraftgesetzes kann durch den
Ansatz

d d
e Wl o A) — Al
dTp q[a (u-A) dTA:|

=g {3#141/“” _ 8vAudI”]
dr
= qF'uVul/

mit dem Feldstdrketensor F*Y = 0F A — 0" A* gegeben sein. Durch Nachrechnen findet
man

0 —E. _E, _E.
E‘m C c (&
= | 0 -B, +B,
EZ’ +B, 0 —B,
= -B, +B; 0
und
0 Ey Ey E.
-£ 0 -B, +B,
F, = 5
—=* 4B, 0 —B,
~£ B, 4B, 0
Diese Definition erlaubt es uns, die homogenen Maxwellgleichungen
. 0B .

in kovarianter und symmetrischer Form zu schreiben

a,\FM,, + aHFV)\ + 6VF)\M =0 ‘

Anmerkung: Setzt man in diese Gleichung die Definition von F},, aus dem Viererpo-
tential wieder ein, erhélt man eine wahre Aussage. Das liegt darin begriindet, dass die
Potentiale fiir die elektromagnetischen Felder bereits die homogenen Maxwellgleichun-
gen erfiillen (man hat sie genau genommen daraus gewonnen).
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7 Spezielle Relativitét

Die inhomogenen Gleichungen
v.E=L wvxB-19%_ .3
- 6()7 2 Ot = MoJ
gehen iiber in

2

Die kovariante Form des Kraftgesetzes lautet

dp*
G% = K (7.3)

wobei K* die Viererkraft (Minkowski-Kraft) ist. Die rAumlichen Komponenten K stim-
men bis auf einen Faktor v mit der gewohnlichen Kraft iiberein.

L1, S
F=-K=\1-K
v

7.5 Streuung relativistisch

Niehtse-interessantes Total spannendes Kapitel iiber relativistische Streu- beziehungs-
weise Zerfallsexperimente (CERN etc.).

7.6 Lagrange-Formalismus

Um das Wirkungsprinzip auch relativistisch anwenden zu kénnen, benotigt man eine
Darstellung der Wirkung S. Wir wollen annehmen, dass S ein Lorentz-Skalar ist, damit
der physikalische Pfad eines Teilchen fiir Beobachter in verschiedenen Inertialsystemen
gleich ist.

7.6.1 Freies Teilchen

Da die Eigenzeit 7 eines Teilchens eine lorentzinvariante Grofe ist, lohnt sich der

Versuch,
B
S=A / dr
A

als Wirkung zu probieren. Dabei sind A, B zwei Punkte in der Raumzeit und A eine
Konstante, die wir spéater so wihlen, dass die Theorie mit dem nichtrelativistischen
Grenzfall ibereinstimmt.

Dieser Versuch sagt im Grunde, dass sich ein freies Teilchen so bewegt, dass im
Ruhesystem moglichst wenig Zeit vergeht. Das ist eine Theorie, die zumindest fiir
Lichtausbreitung auch experimentell bestétigt ist.
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7 Spezielle Relativitét

Befindet sich ein Beobachter in einem gegebenen Inertialsystem 3, so gilt dort dt =
~vd7 und damit

tp
6S=0= X6 dt
Y

ta
tp tp

= )\5/ dty/1— B2 = 5/ dtL(F, D)
ta ta

Geht man mit § < 1 zum nichtrelativistischen Grenzfall iiber, so findet man

5 _ 52 4 _ 1 5 Ll 2
\/1—ﬁ—1—?+(9(6) = L——§B +const—§mv

— =]

Demzufolge ist die Lagrange-Funktion fiir ein relativistisches freies Teilchen

2
L=—-mc/1— U—.
\ 2

Der kanonisch konjugierte Impuls war im nichtrelativistischen Fall gleich dem me-
chanischen Impuls. Tatséchlich gilt jetzt auch

ot i
~/ c2

der kanonische Impuls ist also jetzt der relativistische Impuls. Aus den Euler-Lagrange-
Gleichungen folgt

mu

d
a? ="
also sind Impuls wie Geschwindigkeit fiir ein freies Teilchen konstant.
Die Hamiltonfunktion berechnet sich durch H = p- ¥ — £ und wenn man mal wieder
munter Differentiale kiirzt, erhalt man

Cc

Deshalb ist (%, ﬁ) ein Vierervektor und es gilt (das erhilt man auch, wenn
man die Hamiltonfunktion einmal explizit ausschreibt).

7.6.2 Teilchen in konservativem Kraftfeld

Weil das im ersten Teil schon so gut geklappt hat, versuchen wir doch einfach, die
Lagrangefunktion etwas zu modifizieren.

L = —mc? 170—27‘/(37)
\ 2
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7 Spezielle Relativitét

Die Bewegungsgleichung lautet dann

dp d v oV ~
P mu ! oV _ @

dt At S1—p  oF

und stimmt mit (7.3) iiberein.

7.6.3 Beispiel: relativistischer harmonischer Oszillator

Wir betrachten das iibliche Federpotential V() = £22, das symmetrisch ist und die
Ruhelage bei z = 0 festlegt. Der Lagrangian lautet

332

8
¥
N |

und da er nicht explizit zeitabhéngig ist, ist die Energie
E=5-7—L=7mc*+V(x) = const

erhalten. Aus der Energieerhaltung kann man eine Bewegungsgleichung ableiten.

E=—25_ 1 V()
2
1-=
2
SN LR R 4
1-%
U2 m204
2 (E-V)?
vl (de)'_ mid
2 2 \dt) (E-V)2
1dz _ m?ct
cdt (E—-V)2

Wir erwarten eine Oszillation um z = 0 mit einer Amplitude b. Dabei gilt V(+b) =
E —mc?, also wegen der Energieerhaltung E = mc? + ng. Weiterhin ist deshalb

E— k k

2?2 =1+ k(b? — 2?)
me

2mc? 2mc?

mit Kk = ﬁ Ist T die Periodendauer der Bewegung, so gilt (bei entsprechenden
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7 Spezielle Relativitét

Anfangsbedingungen)

T

T T

- = /4 dt (Substitution t — x(t))
0

4
/bdx
¢Jo \/1*(];”_2‘6;)2’
- /Vl

= / dx L+ R0 - 2%)
VED? —22) (2 + k(b2 — 22))

mit der Niherung, dass die potentielle Energie klein gegen mc? ist (kb? < 1):

1+n(b2 22))2

3K

/bx<1

cJo /26(b% —x2) 4
m 1 3

~ T (14 Zkp?
26\/25;( —’_Sl€ )

m 3 kb?
T=2 — |1
- W\/ k ( Jr16m(32>

=70 (nichtrel. harm. Oszillator)

(b2x2)+-~~)

Die Néherung konnte eine Laurent-Reihe sein (Bronstein?), das Integral erhdlt man
mit der Substitution x = bsin .

Das Ergebnis ist interessant: Obwohl wir ein quadratisches Potential angenommen
haben, hingt die Periodendauer von der Energie (bzw. der Amplitude) ab. Das liegt
darin begriindet, dass mit zunehmender Energie die Geschwindigkeit im Potentialmi-
nimum immer grofler wird, so dass die relativistische Effekte stidrker werden.
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8 Relativistische Elektrodynamik

Bei der Beschéftigung mit der kovarianten Formulierung der Maxwellgleichungen ha-
ben wir bereits fiir einige Groflen eine Darstellung, die ein wohldefiniertes Verhalten
unter Lorentz-Transformationen zeigt, gefunden.

e Kontinuitatsgleichung

-,

Oug* =0, j* = (cp,j)

e Wellengleichung fiir elektromagnetische Potentiale in Lorenz-Eichung
. : o o
A" = pog*, 0,A" =0 mit O=0,0", A'=|— A

e Lorentz-Kraft fir geladene Teilchen

dp*

gy,

ar

mit
0 —£L By, _E.
B, c c c
Ay —grar— | g 0 7B 4By

2 +B. 0 B,
= -B, +B; 0

e und schliefflich die Maxwellgleichungen
ONFMY 4 QP FYN 4 9V FM = 0
OuPF" = 0"
8.1 Transformation elektromagnetischer Felder

Der Feldstédrketensor transformiert bei Wechsel in ein anderes Inertialsystem geméafl
der Lorentz-Transformation

FHV = AW\ R — (A -F- At)“ll/
{7
Fiir einen Boost in z-Richtung ist

v B \
I e 7 A . 2
e
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8 Relativistische Elektrodynamik

und den Feldstarketensor kann man mit Blockmatrizen schreiben als

g (0 1) |2 -5
-1 0)|-B. +B,

=
F_ z
5 4B, 5 (0 -1
% —B, AL 0
(g | o (2 -2
cA2<1 0>A2 AQ(—B +B>
= F = Y
- FE,
= 4B, 5 (0 1
5{; -B,) ? \1 0
Dabei ist
0 -1 t 9 0 —(1—52) (0 -1
A2<1 0>A2 7(1—52 0 oo
es gilt also
\E,=E, B,=B,

Fir die anderen Richtungen der Felder findet man die Beziehung

E, E E, E.
¢ ¢ = Ay ( c c )
B; —B; Bz _By

E@/, = ’Y(Ey —¢fB.)
E,; =v(E. + CﬁBy)
B, =+ (By ¥ BE) (8.1)

p
B, =~ (Bz -~ E,

Verallgemeinert man das auf einen beliebigen Boost in Richtung 72 = ©, erhilt man
die Transformationsgleichungen fiir elektromagnetische Felder

Ej=E), Bj=5
B =y(EL + ¢Bi x B) (8.2)

B = (B, - ﬁn « B

8.1.1 Feld einer bewegten Punktladung

Eine elektrische Ladung ¢ befinde sich im Inertialsystem ¥’ am Ursprung in Ruhe.
Wie 1iiblich bewege sich ¥’ relativ zu ¥ mit Geschwindigkeit v in positive z-Richtung.
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8 Relativistische Elektrodynamik

Wir wollen die elektromagnetischen Felder an einer Position P(x = 0,y = b,z = 0),
also im Abstand b vom Ursprung, beobachten.

Die Koordinaten von P in ¥’ sind 2{ = —ovt/,a4 = b,z% = 0 und der rdumliche
Abstand zwischen Beobachter und Ladung ist ' = 1/b% + (vt’)2. AuBerdem gilt fur P

t =t - gm) =t

In Sigma kennen wir auch die Gréfle der Felder am Ort P des Beobachters

/
foa (Y [
dmeq (r')3 0 dmeo (b2 + (yot)2)>/?

B =0

Nach (8.1) bzw. (8.2) erhélt man fiir die Felder, die der Beobachter misst

q Yot
E,=E,=—
dmeo (b2 + (’yvt)2)3/2
q b
E,=E,=~E, = -
Y Ty dmeo (b2 4 (yut)2)/?
B, =B, =0
gl B

Abbildung 8.1: qualitativer Plot des zeitlichen Verlaufes der transversalen Felder

Fiir den nichtrelativistischen Grenzfall gilt v ~ 1 und man findet

B q [(UxT
BZNEEy:

dmege \ 13

und das stimmt mit dem bekannten Biot-Savart-Gesetz

= Mo S ad
= —q
4r* 13
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vt

Abbildung 8.2: qualitativer Plot des zeitlichen Verlaufes des longitudinalen E-Feldes

iiberein.

In den Abbildungen sind die transversalen Felder (senkrecht zur Bewegungsrich-
tung) und die longitudinalen Felder (parallel) qualitativ aufgetragen. Die Maxima der
transversalen Felder sind proportional zu v, wihrend die Breite der Peaks (bzw. im
zweiten Fall der Abstand der Maxima) proportional zu % sind.

8.2 Lagrange-Dichte fiir das elektromagnetische Feld

Um die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen mit der Lagrange-Mechanik beschrei-
ben zu konnen, greifen wir auf die Ergebnisse aus Kapitel 2.4 zuriick. Wir betrachten
die elektromagnetischen Felder (gegeben durch A*) als generalisierte Koordinaten und
die Raumzeitkoordinaten x* als unabhéngige Variablen. Das hatten wir in dhnlicher
Weise bereits bei der schwingenden Seite getan (da nur mit der Zeit und einer Raum-
dimension). Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten dann

oL oL

o~ = , =0,1,2,3
0(0*AB)  0AP p
Das Wirkungsintegral geht iiber in
S = / dtd*zL

und weil das Volumenelement dtd3x Lorentz-invariant ist, ist es naheliegend, dass auch
die Lagrange-Dichte L ein Lorentz-Skalar sein muss. Das fithrt zu dem Versuch, die
Lagrange-Dichte quadratisch in den , generalisierten Geschwindigkeiten* 9" A¥ anzu-
setzen. 1
LO = _—Fp, Fm
em 4/4’/0 I
1
- PO pouv
110 Gup9vo

= _igupgya (0P A% — D AP) (O AY — 9¥ AF)
4p10

94
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Damit und mit g, = gy, F*¥ = —F"* kann man die Ableitung 78(%%%33) ausrech-
nen:
AL 1

S AaABY A vo 3 (0003 — 6205 FH + (846% — oXd% F’)a}

D(0AP) —  dpy oY {9005 — o70) P + (315 — 6238 53
1 1 1

= - v = —— = —F

Ho Inecdup o o o Por

Eingesetzt in die Euler-Lagrange-Gleichungen erhélt man

1
——0%F,p =0
Ho

also die inhomogenen Maxwellgleichungen (7.2), aber ohne Inhomogenitéit (also ohne
duflere Quellen). In der Lagrange-Dichte fehlt also noch die Wechselwirkung mit der

Viererstromdichte j#. Durch einen zusétzlichen Term Li,, = —j, A" erhalten wir
Lem, = —LF P — g A¥
em — v -
4“0 122 1

Dann liefern die Euler-Lagrange-Gleichungen die vollstdndigen inhomogenen Max-
wellgleichungen
8HF;J,V = poJv-
Man erhélt nicht die homogenen Maxwellgleichungen, die waren aber mit der Wahl
von F" ohnehin erfiillt. Aus dieser Lagrange-Dichte kann man noch einige Dinge
herleiten:

e Die Kontinuitétsgleichung folgt aus der inhomogenen Maxwellgleichung durch
Differenzieren und Aufsummieren

0" j, = 0"0"F,, =0
weil V0" symmetrisch und F),, antisymmetrisch in p, v ist.

e Aus der Darstellung von F),, mit elektrischem und magnetischem Feld kann man
den quellfreien Term der Lagrangedichte schreiben als

Lo -1 <eoﬁ2 _ 11§2)
2 Ho

e Weiterhin kann man die Eichinvarianz der Wirkung zeigen. Die elektromagneti-
sche Felder sind invariant unter einer Eichung

-y, A A+Vy bzw. A" — A* — 9ty
Der Feldstéirketensor ist tatséachlich invariant.

F—y P (910" — 9"0M)y = F*
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Und deshalb geht die Wirkung iiber in

S — S—i—/d%ju@“x =5
=0 (part. Int.)

wobei bei der partiellen Integration die Kontinuitdtsgleichung (und ??) genutzt
wurde. Die Wirkung ist also (im Gegensatz zur Lagrange-Dichte) eichinvariant.

8.2.1 Lagrange-Funktion fiir Punktmechanik und
elektromagnetische Felder

Zusammengefasst lasst sich jetzt eine Lagrange-Funktion aufstellen, die Punktmecha-
nik, freie elektromagnetische Felder und die Wechselwirkung von Materie mit Feldern
beinhaltet.

2
L= Z (—miCQ m> + freie Massenpunkte
: c
K3

-1
+ /d4x <4I~LFWFW> + freie Felder (ohne Quellen)
0

+ / dz (— JuAH) + Kopplung zwischen Materie und Feldern

Spater (in der relativistischen Quantenfeldtheorie) wird es auch eine eichinvariante
Lagrangedichte fiir Materie und elektromagnetische Felder geben.

8.3 Energie und Impuls

Um wie in der Punktmechanik eine Hamiltonfunktion angeben zu kénnen, betrachten
wir die Lagrangedichte L wie im vorigen Abschnitt. Sie sei eine Funktion verschiede-
ner Felder ®; und ihrer zeitlichen und &rtlichen Anderung 0,®r. Man definiert die
Hamilton-Dichte 5
y= 9L $p— L
oo,

H = /dgz’H.

Dabei ist die Hamiltondichte offenbar nicht Lorentz-invariant, weil sie zwei Zeita-
bleitungen enthélt. Allerdings ist H die Zeit-Zeit-Komponente (also ¢ = v = 0) des
kanonischen Energie-Impuls-Tensors

und damit die Hamiltonfunktion

oL
T = 2= 9% — g™ L
90,0) " kY
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8 Relativistische Elektrodynamik
. . . dH oL )
In der Punktmechanik galt die Beziehung T 0 & o = 0. In der Feldtheorie

ist TH¥ eine ,verallgemeinerte Energiedichte und der Energiesatz lasst sich kovariant
verallgemeinern.

oL
By =z _ av
8, T = 0, <a(au<1>k) a@k) 0L
oL oL
— O (T ) B+ o 9,0"®y — 0L
“(a@@k))a R TOR S R
ZBCZTLIC (E-L-GIn.)
oL oL
= T2 e+ 99, — 0L
5o Ot g 0D

= 0" (L(®,, 0" ®y,)) — 9"L =0

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass L nicht explizit von den Raumzeit-Koordinaten
abhéngt. Man erhélt insgesamt also die kurze Formel

.

Daraus folgt, dass auch das Integral

3
/ d*20, T = 9y / P27+ / d*zo' T
i=1

verschwindet. Fiir endliche Felder ist aber das zweite Integral identisch Null (Oberfla-
chenintegral im Unendlichen), so dass man

d

T / 32T =0 (Energieerhaltung)

d ,
— / d®2T% =0 (Impulserhaltung)

findet.

8.3.1 Freies elektromagnetisches Feld

Wir setzen fir die Lagrangedichte wie im vorigen Abschnitt

O — _LF ki
em 4‘u0 H

an. Dann berechnet sich der Energie-Impuls-Tensor zu

aL)
THY — em aVA)\ 7 /,J,VL(O)
6(8MAX) g em
. 1
(g)—%QMNFﬁA SOV AN — g L)
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Das ist allerdings keine schéne Darstellung, weil sie keine Symmetrie unter Vertau-
schung von g und v erkennen lisst. Mit der Identitit 0¥ AN = —F** 4 9* AY kann man
die Gleichung weiter umschreiben.

1 1 1
TH — (g““FmF’\V + gMVFK)\FN)\> —7QMNFH)\8/\AV
Ho 4 Ho

symmetrisch und eichinvariant

Der nichtsymmetrische Rest
uy 1 K A AV 1 A v
Th =— —g'"F.\0"A" = —FM0,\A
Ho Ho

1
= (FMO,AY + (05 FM) AY)
Ho ——

=0 (Maxwell

im Vakuum)

1
=—0, (FM™*AY
Mo A ( )

tragt nicht zu (8.4) bei:

1
8, TH = — 8,0y (FM™ AY) =0
ntpD 110 uA(\ P )

anti-

SYMIIL. oo,

Deshalb gilt fiir den symmetrischen Energie-Impuls-Tensor

WY _ py v
QM =TH _Th

1 1
=— <g#HF5)\FAV + g“VFnAFKA)
Ho 4

ebenso

5

Spur®@ = 0, =0

Er ist symmetrisch und spurfrei

und als Funktion von E- und B-Feld ausgedriickt findet man

e In der Zeit-Zeit-Komponente die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

- 1 -
@00 = @00 = 6*OEQ + 7B2 =1 Uu
2 2410

e In den Zeit-Raum- bzw. Raum-Zeit-Komponenten die Energie-Stromdichte (Poynting-
Vektor)

) . 1 - _ 1 -
@01 = @ZO = _G)Oi = _@iO = — (E X B) = *(S)i
Clo ) c
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8 Relativistische Elektrodynamik

e In den rdumlichen Komponenten ©% den Maxwellschen Spannungstensor (=
Impuls-Stromdichte des elektromagnetischen Feldes).

Mit (8.5) hat man auch den Poyntingschen Satz:

1 /0u =
= ,UzO:i R .
0=0,0 - <8t +V S>

8.3.2 Erhaltungssatze bei auBeren Quellen

Bei der Symmetrisierung des Energie-Impuls-Tensors haben wir die Maxwellgleichun-
gen im Vakuum benutzt. Fir nichtverschwindende Stromdichten j,, verschwindet die
Divergenz von © nicht mehr, es gilt

1 1
6M@‘LW —|—FU>\j>\ = ; (6“FM,\F”’ + 48”(FN,\F“A)> +FV)\jA
0

1 1
- ( (0" Fyun) F + F 0" F + 2FM,\8”F‘“> + F"j
0 \N—~—~
=H0Jx
1
=5 Fur (aﬂF*V + OMFN 4 8”F’“) (Jacobi-Identitét)
N——
Ho — o
1
= gt (0"F + 0 F"™) =0

symm. unter p<>\

also

0,01 = Fjy |

In der Zeit-Komponente steht der (jetzt vollstdndige) Poyntingsche Satz

1 /0u = 1- -
C<&+V'S>——CE-]

und in den rdumlichen Komponenten findet man die Lorentz-Kraftdichte

Fi)\j,\ = (pE—‘y—jX é) .

8.4 Losung der kovarianten Wellengleichung

In der Lorenzeichung lautet die kovariante Wellengleichung
OA" = pog*

und wird mit einer Greenschen Funktion G(z,z') gelost (anschauliche Erkldrung zu
Greenschen Funktionen bei Wikipedia).

O0G(z) = 6W(z), W (2) :=6(20)0®(2)
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Um eine Darstellung von G zu gewinnen, betrachtet man die Fourier-Transformation

G(z) = (2;)4 /d4k Gk)e~ =, | = (%1‘5)

Einsetzen in die linke Seite der Differentialgleichung liefert
_ 1 471, ~ 0 0 —ikH 2z
_ 1 47, ~ 0 s ,— ik, 2t
= @t /d k G(k) (87;“( ik")e

(271r)4 /d4k é(k‘)(—k E)e ik

Die rechte Seite kann man mit der Fourier-Darstellung der §-Distribution ausdrii-

cken. )
(4) _ 45, —ik-z
0% (2) G /d ke

Durch Vergleich erhilt man

Gk)(—k-k)=1
~ 1 d*k e k2
") =77 (2) /(27r)4 k- k
Weil das Skalarprodukt nicht positiv definit ist, ist der Integrand singulér. Deutlicher
wird das, wenn man die Greensche Funktion mit der Definition x := |k| umschreibt.

1 - oo 677](?020
=g [Pk [ dky 5
G0 =~ e [ 5 [ abo s

Das innere Integral hat offenbar einfache Pole bei ky = £k. Dieses Problem kénnen
wir mit dem Cauchyschen Integralsatz umgehen. Im Wesentlichen benétigen wir zwei
Aussagen iiber Funktionen f : C — C, die in einem einfach zusammenhingenden
Gebiet D analytisch sind:

1. Das Integral iiber jede geschlossene Kurve in D verschwindet.

2. Schlieit die geschlossene Kurve C C D den Punkt z ein, so gilt

f(z) = 1 ]gdf f(©)

T 2mi E—z

Fiir mehr Informationen und insbesondere den Beweis dieser Aussagen verweise ich

auf die Vorlesung Funktionentheorie, in der das erldutert werden sollte. Wichtig ist
—ikgz

lediglich noch, dass die Exponentialfunktion auf ganz C und % auf C\ {—k,k}
0

analytisch ist.
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v
A
Cr
B : >
e —f— ? {
71 +X }\("(o
- - - - - - - - > - -
C
a

Abbildung 8.3: Idee: Verschiebe den Integrationsweg in der komplexen Ebene, so dass
der Integrand nicht singulér wird

Abbildung 8.4: Um eine geschlossene Kurve zu erhalten, kann man im positiv-
unendlichen oder im negativ-unendlichen einen Halbkreis bilden.

Die Idee, die jetzt angewandt wird, ist in Abbildung 8.3 dargestellt. Statt kg nur als
reelle Variable aufzufassen, weichen wir in der komplexen Zahlenebene ein kleines Stiick
in den Imaginarteil aus. Wir werden gleich sehen, dass die Grofle dieser Abweichung
von der reellen Achse keine Rolle spielt. Um den Integralsatz anwenden zu koénnen,
benoétigt man eine geschlossene Kurve. Diese erhalten wir, wenn man im Unendlichen
einen Halbkreis hinzufiigt (Abbildung 8.4). Da sich natiirlich der Wert des Integrals
nicht dndern soll, muss man das Vorzeichen von z; beachten:

29 > 0 : e~ ™02 ist in der oberen Halbebene unbeschrinkt, in der unteren Hal-
bebene kénnen wir die Kontur schliefen

zo < 0 : entsprechend andersherum

Je nachdem, welchen der Integrationswege C,,C, man wéhlt, liegen also die Pol-
stellen innerhalb oder auerhalb der Kurve.
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Fir den Integrationsweg C,. wie in Abbildung 8.4 rechnen wir das konkret aus.

Die Polstellen sind nicht eingeschlossen, deshalb ist & 72 analytisch und das
D

aky S
fo o e =

Integral

verschwindet.

Die Polstellen sind eingeschlossen, also gilt

e—ihoro . 1 1
Ak S = L kg eiboro (L
?gr kI -2 26 Jo, 0 (ko—H ko—l—n)

=

27y .
= —sinkzg
K

efznzo _ e+znzo )
KR

Damit kann man die retardierte Greenfunktion G, ausrechnen:

o 3 ZkZSan’ZO
Gr(2) = (%) /d T

,@2

o0

2m 7T
© Zsi ; :
(2<Z0) /d(p/da/dfﬁ wem}%cowsinnzo, R:=|Z]
T K

)3
)/dOé Sin(a)echosa
0

2
= g sinkR

ot
272

dk sin kR sin kzg

|
@
m N—
0\8

_9(x
27r2R 5 / dk —[cosk(z0 — R) — cos k(20 + R)]
_ @(Z()) r i(zo—R)Kk i(z0+R)kK
= 3R / dk (e —e )
_ ©(20) ~ O(20)
= IrR ((S(Z() —R)-— (S(Zo + R)) = IrR (S(ZQ — R)

=0 (wg. 20>0)
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8 Relativistische Elektrodynamik

Ebenso berechnet sich fiir den zweiten Integrationspfad C, die anvancierte Greens-
funktion
O(—=z

Gal2) = ZEWRO)

Durch das Heaviside-Theta enthalten die beiden Funktionen nur Anteile fiir positive
bzw. negative Zeiten. Wenn man die Inhomogenitit als eine Ursache der Welle zum
Zeitpunkt ¢ = 0 betrachtet, beschreibt also die retardierte Greensfunktion den kausalen
Zusammenhang zwischen Ursache und Wirkung. Die avancierte Greensfunktion hat in
diesem Sinne keine physikalische Bedeutung, weil ein Ereignis nicht riickwérts in der
Zeit wirken kann. Man kann sie aber benutzen, um von einer Wirkung auf die Ursache
zu schliefien (also den umgekehrten Weg).

Benutzt man die Eigenschaft der Delta-Distribution

d(z0 + R)

B 0(x — x;)
5(f(x)) B zz: f'(z:)
wobei x; die Nullstellen von f sind, so gilt
5(=%) = 8(z0> — B?) = 8((20 — R)(z0 + R)) = %(5(2«0 “R)+8(z0 + R))

und man kann die gefundenen Greenschen Funktionen umformulieren zu

G.(z) = %@(20)5(22)
Gal2) = %@(—20)5(%)

Die Losung der Wellengleichung, die unser eigentliches Ziel war, erhélt man nun
durch Faltung der Greenschen Funktionen mit der Inhomogenitét (und Addition einer
Losung der homogenen Wellengleichung).

() = ALy (@) + i [ 4’ oo~ 0" () (8.6)
A (z) = Ay (&) + o [ 0’ Gl = )52

Sei j* in der Raumzeit lokalisiert. Dann verschwindet fiir zo — —oo (also im Anbe-
ginn der Zeit) das Integral in (8.6), so dass die Interpretation von A, als einlaufendes
Potential (das durch die Anfangsbedingungen festgelegt ist) gerechtfertigt ist. Analog
ist Aoyt das auslaufende Potential fur xq — oo. Die Differenz zwischen beiden

Al — AL = uO/d4x' (Gr(x —2') = Ga(z — x’))j“(a:’) =: Al (z)

ist das Potential von Strahlungsfeldern.
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9 Strahlung

In diesem Kapitel geht es darum, dass zeitveranderliche Quellen (Ladungen) Strahlung
(elektromagnetische Wellen) aussenden. Das schenke ich mir vorerst. Das ist hoffentlich
(') nicht priifungsrelevant — Mut zur Liicke!

0.1 Liénard-Wiechert-Potentiale

9.2 Strahlungsfelder beschleunigter Ladungen
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